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包絡線・・・「曲線の１パラメータ族の包絡線は、この族すべての曲線に【接する】曲
線である」とあるが、この接するの意味が曖昧である。正則曲線に対しては問題な
いが、特異点を持つ場合、そのまま同じ定義を用いると包絡線の意味合いが良く分
からなくなる。（つまり、特異点集合も拾ってくる。）

そこで、接線（法線）が定義されるクラスであるルジャンドル曲線に対して定義を
行い、ルジャンドル曲線論を用いることで、うまく理論が回り様々な例が作れるよ
うになることを紹介する。扱うクラスは全てC∞級とする。

主な参考文献：
[1] J.W. Bruce and P.J. Giblin, What is an envelope?

　 The Mathematical Gazette. Vol.65 (1981), 186–192.

[2] C.G. Gibson, Elementary Geometry of Differentiable Curves.

　 Cambridge University Press, Cambridge, (2001).



例（円の光（直線）の反射による包絡線）：
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円 円の右無限大からの光線の反射 ネフィロイド

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

円 (1, 0)からの光線の反射 カージオイド



今回の本質的な図：
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例１．x軸にカスプ 例２．y軸にカスプ

１．古典的な平面曲線族の包絡線
２．ルジャンドル曲線
３．ルジャンドル曲線族
４．ルジャンドル曲線族の包絡線
５．双ルジャンドル曲線族と包絡線



１．古典的な平面曲線族の包絡線：

• 陰関数表示された曲線族の包絡線：

F : V × Λ → R, (x, y, λ) 7→ F (x, y, λ)：C∞級関数
Γ(λ) := {(x, y) ∈ V |F (x, y, λ) = 0}、{Γ(λ)}λ∈Λを曲線族と呼ぶ。

定義（[1] J.W.Bruce-P.J.Giblin）：
E1 := {(x, y) ∈ V |F (x, y, λ) = Fλ(x, y, λ) = 0}
E2 := {(x, y) ∈ V |(x, y) = lim

n→∞
(xn, yn), (xn, yn) ∈ Γ(λn) ∩ Γ(λ̃n),

lim
n→∞

λn = lim
n→∞

λ̃n = λ}
E3 := {(x(λ), y(λ)) ∈ Γ(λ)|(x(λ), y(λ))におけるΓ(λ)の接ベクトルは一次従属}



F (x, y, λ) = Fλ(x, y, λ) = 0のときλに関して(x, y) ∈ E1という。
ここではE1, E3に注目すると、

命題（[1] J.W.Bruce-P.J.Giblin）（E1とE3の関係）� �
(1) E3 ⊂ E1

(2) (x, y) ∈ Γ(λ)，(x, y) ∈ E1となる∀(x, y, λ) ∈ V × Λに対し、

det

(
Fx(x, y, λ) Fy(x, y, λ)
Fxλ(x, y, λ) Fyλ(x, y, λ)

)
̸= 0, Fλλ(x, y, λ) ̸= 0

ならば、E1 ⊂ E3� �
• パラメータ表示された曲線族の包絡線：

I,Λ, U ⊂ Rを区間とし、γ : I × Λ → R2, (t, λ) 7→ γ(t, λ)：C∞級写像、γ
を曲線族と呼ぶ。



• C∞級写像ep : U → Λ × I, u 7→ ep(u) = (λ(u), t(u))：正則

• EP = γ ◦ ep : U → R2, u 7→ EP (u) = γ(t(u), λ(u))

定義（[2] C.G.Gibson）：
EPがγの包絡線（epがγのプレ包絡線）⇐⇒
(1)【変化性】λ : U → ΛはUの任意の部分区間で定数ではない。つまり、λ′(u) ̸=
0となる点は稠密。
(2)【接条件】 ∀u ∈ Uに対し、E′(u)とγt(t(u), λ(u))が一次従属となる。

定義：曲線族γ : I × Λ → R2, (t, λ) 7→ γ(t, λ)に対し，γの特異点集合を
S(γ) = {(t, λ) ∈ I × Λ|det(γt, γλ)(t, λ) = 0}とする。



定理（[2] C.G.Gibson）（包絡線定理）� �
ep : U → Λ × Iは変化性を満たすとする。epがγのプレ包絡線（つまり、
EP = γ ◦ ep がγの包絡線）⇐⇒ ∀u ∈ Uに対してep(u) ∈ S(γ).� �

例１（x軸にカスプを乗せる）：

• F : R2×R → R, F (x, y, λ) = (x−λ)3−y2. Fλ(x, y, λ) = −3(x−λ)2,
F = Fλ = 0よりE1 = {(λ, 0)|λ ∈ R}.

• γ : R × R → R2, γ(t, λ) = (t2 + λ, t3). det(γt, γλ)(t, λ) = −3t2. 包
絡線定理より、プレ包絡線はep : R → R × R, ep(u) = (0, u)でEP : R →
R2, EP (u) = (u, 0).

つまり、両方とも包絡線はx軸で与えられる。



例２（y軸にカスプを乗せる）：

• F : R2×R → R, F (x, y, λ) = x3−(y−λ)2. Fλ(x, y, λ) = −2(y−λ),
F = Fλ = 0よりE1 = {(0, λ)|λ ∈ R}.

• γ : R × R → R2, γ(t, λ) = (t2, t3 + λ) det(γt, γλ)(t, λ) = 2t. 包
絡線定理より、プレ包絡線はep : R → R × R, ep(u) = (0, u)でEP : R →
R2, EP (u) = (0, u).

つまり、両方とも包絡線はy軸で与えられる。
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例１．x軸にカスプ 例２．y軸にカスプ

しかし接線の極限、法線の観点、あるいは微分方程式の観点から言えば、

例１はx軸を包絡線として認めたい。例２はy軸を包絡線として認めたくない。今
までの理論では区別出来ないので、ルジャンドル曲線論の応用の１つとして包絡
線を適切に定義し、区別することを目論む。その上で、包絡線の性質について考察
する。



２．ルジャンドル曲線：

定義：(γ, ν) : I → R2×S1：ルジャンドル曲線 ⇐⇒ γ̇(t) ·ν(t) = 0, ∀t ∈ I

⇐⇒ (γ, ν)∗θ = 0. ここでθはT1R2 = R2 × S1上の標準的な接触形式。

定義：γ : I → R2がフロンタル ⇐⇒ ν : I → S1 : C∞が存在して(γ, ν)が
ルジャンドル曲線となる。

例１（正則曲線）： γ : I → R2：正則曲線に対して、ν : I → S1をν(t) = n(t)

とすれば、(γ, ν)：ルジャンドル曲線になる。よって、γはフロンタルである。

例２（(m,n)カスプ、m < n = m+ k）： γ : R → R2を

γ(t) =

(
1

m
tm,

1

n
tn
)



とする。ν : R → S1をν(t) = 1√
t2k+1

(−tk, 1)とすれば(γ, ν)はルジャンド

ル曲線である。
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ルジャンドル曲線(γ, ν) : I → R2 × S1に対して、µ(t) := J(ν(t))とする。J
は反時計回りに π

2回転である。このとき{ν(t), µ(t)}はγ(t)の動標構なる。



• フルネ型の公式：
(
ν̇(t)
µ̇(t)

)
=

(
0 ℓ(t)

−ℓ(t) 0

)(
ν(t)
µ(t)

)
,

ここで、ℓ(t) = ν̇(t) · µ(t)である。

• γ̇(t) · ν(t) = 0なのでβ : I → R : C∞が存在して γ̇(t) = β(t)µ(t)となる。

定義：(ℓ, β) : I → R2, t 7→ (ℓ(t), β(t))をルジャンドル曲線の曲率と呼ぶ。

注意：t0がγの特異点 ⇐⇒ β(t0) = 0である。

定義：(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → R2×S1：ルジャンドル曲線に対して、(γ, ν)と(γ̃, ν̃)

がルジャンドル曲線として合同
⇐⇒ R2の回転行列A ∈ SO(2)とベクトルa ∈ R2が存在して、

γ̃(t) = A(γ(t)) + a, ν̃(t) = A(ν(t)) (∀t ∈ I).



定理（ルジャンドル曲線の存在性）� �
C∞写像(ℓ, β) : I → R2に対して、(ℓ, β)を曲率とするようなルジャンドル
曲線(γ, ν) : I → R2 × S1が存在する。� �

γ(t) =

(
−
∫
β(t) sin

(∫
ℓ(t) dt

)
dt,

∫
β(t) cos

(∫
ℓ(t) dt

)
dt

)
,

ν(t) =

(
cos

(∫
ℓ(t) dt

)
, sin

(∫
ℓ(t) dt

))
.

定理（ルジャンドル曲線の一意性）� �
ルジャンドル曲線(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → R2×S1に対して、曲率(ℓ, β)と(ℓ̃, β̃)

が一致しているとする。このとき、(γ, ν)と(γ̃, ν̃)はルジャンドル曲線として合
同である。（逆も成り立つ。）� �



３．ルジャンドル曲線族：

定義：(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1: ルジャンドル曲線族
⇐⇒ γt(t, λ) · ν(t, λ) = 0, ∀(t, λ) ∈ I × Λ.

=⇒ λ ∈ Λを止めるごとに(γ(·, λ), ν(·, λ)) : I → R2 × S1はルジャンドル曲
線である。

• µ(t, λ) = J(ν(t, λ))とすると、{ν(t, λ), µ(t, λ)}はγ(t, λ)の動標構である。

• フルネ型の公式：(
νt(t, λ)
µt(t, λ)

)
=

(
0 ℓ(t, λ)

−ℓ(t, λ) 0

)(
ν(t, λ)
µ(t, λ)

)
,(

νλ(t, λ)
µλ(t, λ)

)
=

(
0 m(t, λ)

−m(t, λ) 0

)(
ν(t, λ)
µ(t, λ)

)
,

γt(t, λ) = β(t, λ)µ(t, λ).



ここで、
ℓ(t, λ) = νt(t, λ) · µ(t, λ),
m(t, λ) = νλ(t, λ) · µ(t, λ),
β(t, λ) = γt(t, λ) · µ(t, λ).

• 可積分条件より任意の(t, λ) ∈ I×Λに対してℓλ(t, λ) = mt(t, λ)を満たす。

定義：可積分条件を満たす(ℓ,m, β) : I → R3のことをルジャンドル曲線族(γ, ν)
の曲率という。
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例１（x軸にカスプを乗せる）：(γ, ν) : R × R → R2 × S1を

γ(t, λ) = (t2 + λ, t3), ν(t, λ) =
1√

4 + 9t2
(−3t, 2).

γt(t, λ) = (2t, 3t2)よりγt(t, λ) · ν(t, λ) = 0. (γ, ν)はルジャンドル曲
線族でµ(t, λ) = 1√

4+9t2
(−2,−3t)より曲率は (ℓ(t, λ),m(t, λ), β(t, λ)) =

( 1
6(4+9t2)

, 0,−t
√
4 + 9t2)である。

例２（y軸にカスプを乗せる）：(γ, ν) : R × R → R2 × S1を

γ(t, λ) = (t2, t3 + λ), ν(t, λ) =
1√

4 + 9t2
(−3t, 2).

γt(t, λ) = (2t, 3t2)よりγt(t, λ) · ν(t, λ) = 0. (γ, ν)はルジャンドル曲
線族でµ(t, λ) = 1√

4+9t2
(−2,−3t)より曲率は (ℓ(t, λ),m(t, λ), β(t, λ)) =

( 1
6(4+9t2)

, 0,−t
√
4 + 9t2)である。



定義：(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I×Λ → R2×S1: ルジャンドル曲線族に対して、(γ, ν)
と(γ̃, ν̃)がルジャンドル曲線族として合同 ⇐⇒ R2上の回転行列A ∈ SO(2)

とa : Λ → R2 : C∞が存在して、

γ̃(t, λ) = A(γ(t, λ)) + a(λ), ν̃(t, λ) = A(ν(t, λ)).

定理（ルジャンドル曲線族の存在性）� �
可積分条件を満たすC∞級写像 (ℓ,m, β) : I × Λ → R3に対して、曲率が
(ℓ,m, β)となるルジャンドル曲線族(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1が存在する。� �

(t0, λ0) ∈ I × Λ：固定する。θ(t, λ) :=
∫ t
t0
ℓ(t, λ)dt+

∫ λ
λ0
m(t0, λ)dλとす

る。=⇒ 可積分条件よりθt(t, λ) = ℓ(t, λ), θλ(t, λ) = m(t, λ).

γ(t, λ) =

(
−
∫
β(t, λ) sin θ(t, λ)dt,

∫
β(t, λ) cos θ(t, λ)dt

)
,

ν(t, λ) = (cos θ(t, λ), sin θ(t, λ)) .



定理（ルジャンドル曲線族の一意性）� �
ルジャンドル曲線族(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I×Λ → R2×S1に対して曲率(ℓ,m, β),

(ℓ̃, m̃, β̃)とする。(ℓ,m, β)と (ℓ̃, m̃, β̃)は一致しているとする。このとき、
(γ, ν)と(γ̃, ν̃)はルジャヤンドル曲線族として合同である。（逆も成り立つ。）� �

４．ルジャンドル曲線族の包絡線：

(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1: ルジャンドル曲線族で曲率を(ℓ,m, β)とする。
• eL : U → I × Λ, eL(u) = (t(u), λ(u)): C∞曲線とする。
• EL = γ ◦ eL : U → R2, EL(u) = γ ◦ eL(u)とする。
注意： eLは正則曲線とは仮定しない。



定義：ELがルジャンドル曲線族(γ, ν)の包絡線 (eLがプレ包絡線) ⇐⇒
(1)【変化性】 λ : U → ΛはUの任意の部分区間で定数ではない。つまり、
λ′(u) ̸= 0となる点は稠密。
(2)【接条件】 ∀u ∈ Uに対し、E′

L(u)とµ(t(u), λ(u))が一次従属となる。

注意：接条件はE′
L(u) · ν(eL(u)) = 0, ∀u ∈ Uと同値である。

例１（x軸にカスプを乗せる）：(γ, ν) : R × R → R2 × S1,

γ(t, λ) = (t2 + λ, t3), ν(t, λ) =
1√

4 + 9t2
(−3t, 2).

eL : R → R × R, eL(u) = (t(u), λ(u)) = (0, u). =⇒ EL(u) = γ ◦
eL(u) = (u, 0). λ′(u) = 1とE′

L(u) · ν(0, u) = 0よりELは(γ, ν)の包絡
線である。



例２（y軸にカスプを乗せる）：(γ, ν) : R × R → R2 × S1,

γ(t, λ) = (t2, t3 + λ), ν(t, λ) =
1√

4 + 9t2
(−3t, 2).

eL : R → R × R, eL(u) = (t(u), λ(u)) = (0, u). =⇒ EL(u) = γ ◦
eL(u) = (0, u), λ′(u) = 1. E′

L(u) · ν(0, u) = 1 ̸= 0よりELは(γ, ν)の包
絡線ではない。
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命題（ルジャンドル曲線族の包絡線の曲率）� �
ルジャンドル曲線族 (γ, ν) : I × Λ → R2 × S1の曲率を (ℓ,m, β)とする。
eL : U → I × λはプレ包絡線でEL = γ ◦ eL : U → R2は包絡線とする。
このときELはフロンタルである。(EL, ν ◦ eL) : U → R2 × S1はルジャン
ドル曲線で曲率は

ℓE(u) = t′(u)ℓ(e(u)) + λ′(u)m(e(u)),

βE(u) = t′(u)β(e(u)) + λ′(u)γλ(e(u)) · µ(e(u)).� �

定理（ルジャンドル曲線族の包絡線定理）� �
(γ, ν) : I×Λ → R2×S1: ルジャンドル曲線族とし、eL : U → I×Λ : C∞

は変化性を満たす。このときeLが(γ, ν)のプレ包絡線（ELは包絡線） ⇐⇒
γλ(eL(u)) · ν(eL(u)) = 0, ∀u ∈ U .� �



例３：i, j,m, n ∈ N, j = i + h, n = m + kとh, kは1か互いに素とする。
(γ, ν) : R × R → R2 × S1を

γ(t, λ) =

(
tm

m
+
λi

i
,
tn

n
+
λj

j

)
, ν(t, λ) =

1√
t2k + 1

(−tk, 1).

γt(t, λ) = (tm−1, tn−1)よりγt(t, λ) · ν(t, λ) = 0 ∀(t, λ) ∈ R × R なの
でルジャンドル曲線族である。さらにγλ(t, λ) = (λi−1, λj−1)からγλ(t, λ) ·
ν(t, λ) = (λi−1/

√
t2k + 1)(−tk + λh).

eL : R → R × R, e(u) = (uh, uk)とすると変化性を満たし、

γλ(eL(u)) · ν(eL(u)) =
uk(i−1)√
u2kh + 1

(−uhk + uhk) = 0.



よってeはプレ包絡線で包絡線(EL, νL) : R → R2 × S1は

EL(u) =

(
umh

m
+
uik

i
,
unh

n
+
ujk

j

)
, νL(u) =

1√
u2kh + 1

(−ukh, 1).
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(m,n, i, j) = (1, 2, 1, 2) (m,n, i, j) = (2, 3, 2, 3)

γ(t, λ) = (t+ λ, t
2

2
+ λ2

2
) γ(t, λ) = (t

2

2
+ λ2

2
, t

3

3
+ λ3

3
)

定義：Φ : Ĩ × Λ̃ → I × Λがパラメータ変換族 ⇐⇒ ΦはΦ(s, k) =
(ϕ(s, k), φ(k))の形の微分同相写像である。



命題（パラメータ変換族における包絡線）� �
(γ, ν) : I×Λ → R2×S1: ルジャンドル曲線族に対して、プレ包絡線をeL :

U → I×Λ、包絡線をEL = γ ◦ eL、パラメータ変換族Φ : Ĩ× Λ̃ → I×Λ

とする。このとき、(γ̃, ν̃) = (γ ◦Φ, ν ◦Φ) : Ĩ × Λ̃ → R2 × S1はルジャン
ドル曲線族であり、Φ−1 ◦ eL : U → Ĩ × λ̃はプレ包絡線でELは(γ̃, ν̃)の包
絡線である。� �

命題（包絡線E1と包絡線ELの関係性１）� �
(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1: ルジャンドル曲線族とし、F (x, y, λ) = 0：
フロンタルの曲線族であるとする。つまり、γ(t, λ) = (x(t, λ), y(t, λ))に対
して、F (x(t, λ), y(t, λ), λ) = 0とする。もしELが (γ, ν)の包絡線である
=⇒ EL(U) ⊂ E1である。� �



命題（包絡線E1と包絡線ELの関係性２）� �
(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1: ルジャンドル曲線族とし、F (x, y, λ) = 0：
フロンタルの曲線族であるとする。つまり、γ(t, λ) = (x(t, λ), y(t, λ))に対
して、F (x(t, λ), y(t, λ), λ) = 0とする。また、eL : U → I × Λが変化性
を満たすとする。もしeL(U)上でγの正則点が稠密、λ(u)に関してEL(u) =

γ ◦ eL(u) ∈ E1、(Fx, Fy)(x(t(u), λ(u)), y(t(u), λ(u)), λ(u)) ̸= (0, 0),
∀u ∈ U =⇒ ELは(γ, ν)の包絡線である。� �

包絡線の具体例として２つのルジャンドル曲線を用意する。
• (p, νp) : I → R2 × S1, p(t) = (p1(t), p2(t)), νp(t) = (νp1(t), νp2(t))

• (q, νq) : Λ → R2×S1, q(λ) = (q1(λ), q2(λ)), νq(λ) = (νq1(λ), νq2(λ))

ルジャンドル曲線の曲率をそれぞれ(ℓp, βp), (ℓq, βq)とする。
また、p(0) = (0, 0), νp(0) = (0, 1)とする。



(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1を

γ(t, λ) = q(λ) +A(θ(λ))p(t), ν(t, λ) = A(θ(λ))νp(t),

A(θ(λ)) =

(
cos θ(λ) − sin θ(λ)
sin θ(λ) cos θ(λ)

)
.

=⇒ (γ, ν)：ルジャンドル曲線族である。

１．pの法ベクトルとqの法ベクトルを一致するように乗せる。
２．pの法ベクトルをqの接ベクトルに一致するように乗せる。
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１．pの法ベクトルとqの法ベクトルを一致するように乗せる。

⇐⇒ νq(λ) = ν(λ, 0) =⇒ cos θ(λ) = νq2(λ), sin θ(λ) = −νq1(λ).
γλ(t, λ) · ν(t, λ) = −βq(λ)νp1(t) − ℓq(λ)p(t) · µp(t)より

系（法ベクトルが一致するように重ねたときの包絡線）� �
上の状況で、eL : U → I × Λは変化性を満たし、βq(λ(u))νp1(t(u)) +

ℓq(λ(u))p(t(u)) · µp(t(u)) = 0 =⇒ eLは(γ, ν)のプレ包絡線である。� �

注意：常にeL(u) = (0, u)は(γ, ν)のプレ包絡線である。
つまり、EL(u) = q(λ)は(γ, ν)の包絡線である。



２． pの法ベクトルをqの接ベクトルに一致するように乗せる。

⇐⇒ µq(λ) = ν(λ, 0) =⇒ cos θ(λ) = νq1(λ), sin θ(λ) = νq2(λ).

γλ(t, λ) · ν(t, λ) = βq(λ)νp2(t) − ℓq(λ)p(t) · µp(t)より

系（法ベクトルと接ベクトルが一致するように重ねたときの包絡線）� �
上の状況で、eL : U → I × Λは変化性を満たし、βq(λ(u))νp2(t(u)) −
ℓq(λ(u))p(t(u)) · µp(t(u)) = 0 =⇒ eLは(γ, ν)のプレ包絡線である。� �
例４（アステロイドと円）：
• (p, νp) : [0, 2π) → R2 × S1,

p(t) = (cos3 t− 1, sin3 t), νp(t) = (sin t, cos t)



• (q, νq) : [0, 2π) → R2 × S1,

q(λ) = (cosλ, sinλ), νq(λ) = (cosλ, sinλ).

βp(t) = 3 cos t sin t, ℓp(t) = −1, βq(λ) = 1, ℓq(λ) = 1,
p(0) = (0, 0), νp(0) = (0, 1)を満たす。

１．pの法ベクトルとqの法ベクトルを一致するように乗せる。
２．pの法ベクトルをqの接ベクトルに一致するように乗せる。
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１．pの法ベクトルとqの法ベクトルを一致するように乗せる。

(γ, ν) : [0, 2π) × [0, 2π) → R2 × S1,

γ(t, λ) =

(
cosλ
sinλ

)
+

(
sinλ cosλ

− cosλ sinλ

)(
cos3 t− 1

sin3 t

)
,

ν(t, λ) =

(
sinλ cosλ

− cosλ sinλ

)(
sin t
cos t

)
.

γλ(t, λ) · ν(t, λ) = −4 cos(t− (π/4)) cos((t/2) − (π/4)) sin t/2.

• eL : [0, 2π) → [0, 2π) × [0, 2π),
eL(u) = (0, u), (3π/4, u), (3π/2, u), (7π/4, u)はプレ包絡線。

• EL : [0, 2π) → R2,
EL(u) = (cosu, sinu), (

√
2+1

2)(cos(u+
π
4), sin(u+

π
4)), (cos(u+

π
2), sin(u+

π
2)), (

√
2 − 1

2)(cos(u+ π
4), sin(u+ π

4))は包絡線。



２．pの法ベクトルをqの接ベクトルに一致するように乗せる。

(γ, ν) : [0, 2π) × [0, 2π) → R2 × S1 by

γ(t, λ) =

(
cosλ
sinλ

)
+

(
cosλ − sinλ
sinλ cosλ

)(
cos3 t− 1

sin3 t

)
,

ν(t, λ) =

(
cosλ − sinλ
sinλ cosλ

)(
sin t
cos t

)
.

γλ(t, λ) · ν(t, λ) = cos 2t.

• eL : [0, 2π) → [0, 2π) × [0, 2π),
eL(u) = (π/4, u), (3π/4, u), (5π/4, u), (7π/4, u)はプレ包絡線。

• EL : [0, 2π) → R2,
EL(u) = 1

2(cos(u+
π
4), sin(u+

π
4)),

1
2(cos(u+

3π
4 ), sin(u+3π

4 )), 12)(cos(u+
5π
4 ), sin(u+ 5π

4 )), 12(cos(u+ 7π
4 ), sin(u+ 7π

4 ))は包絡線。



５．双ルジャンドル曲線族と包絡線：

定義：(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1が双ルジャンドル曲線
⇐⇒ γt(t, λ) · ν(t, λ) = 0かつγλ(t, λ) · ν(t, λ) = 0, ∀(t, λ) ∈ I × Λ.

=⇒ (γ, ν)：λとtに対してルジャンドル曲線族になる。(
νt(t, λ)
µt(t, λ)

)
=

(
0 ℓ(t, λ)

−ℓ(t, λ) 0

)(
ν(t, λ)
µ(t, λ)

)
,(

νλ(t, λ)
µλ(t, λ)

)
=

(
0 m(t, λ)

−m(t, λ) 0

)(
ν(t, λ)
µ(t, λ)

)
,

γt(t, λ) = β(t, λ)µ(t, λ),

γλ(t, λ) = α(t, λ)µ(t, λ),

ここで

ℓ(t, λ) = νt(t, λ) · µ(t, λ), m(t, λ) = νλ(t, λ) · µ(t, λ),

β(t, λ) = γt(t, λ) · µ(t, λ), α(t, λ) = γλ(t, λ) · µ(t, λ).



可積分条件より曲率ℓ,m, β, αは次の条件を満たす：

ℓλ(t, λ) = mt(t, λ), βλ(t, λ) = αt(t, λ),
∀ (t, λ) ∈ I × Λ

定義：可積分条件を満たす(ℓ,m, β, α) : I → R4のことを双ルジャンドル曲線族
(γ, ν)の曲率という。

定義：(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I×Λ → R2×S1：双ルジャンドル曲線に対して、(γ, ν)

と(γ̃, ν̃)が双ルジャンドル曲線として合同
⇐⇒ R2の回転行列A ∈ SO(2)とベクトルa ∈ R2が存在して、

γ̃(t, λ) = A(γ(t, λ)) + a, ν̃(t, λ) = A(ν(t, λ)) (∀(t, λ) ∈ I × Λ).



定理（双ルジャンドル曲線の存在性）� �
可積分条件を満たすC∞級写像 (ℓ,m, β, α) : I × Λ → R4に対して、曲率
が(ℓ,m, β, α)となる双ルジャンドル曲線(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1が存在
する。� �

(t0, λ0) ∈ I×Λ. θ : I×Λ → R, θ(t, λ) =
∫ t
t0
ℓ(t, λ)dt+

∫ λ
λ0
m(t0, λ)dλ.

(ϕ,ψ) : I × Λ → R2,

ϕ(t, λ) = −
∫ t

t0

β(t, λ) sin θ(t, λ)dt−
∫ λ

λ0

α(t0, λ) sin θ(t0, λ)dλ

ψ(t, λ) =

∫ t

t0

β(t, λ) cos θ(t, λ)dt+

∫ λ

λ0

α(t0, λ) cos θ(t0, λ)dλ.

γ(t, λ) = (ϕ(t, λ), ψ(t, λ)) ,

ν(t, λ) = (cos θ(t, λ), sin θ(t, λ)) .



定理（双ルジャンドル曲線の一意性）� �
双ルジャンドル曲線 (γ, ν), (γ̃, ν̃) : I × Λ → R2 × S1に対して曲率は
(ℓ,m, β, α), (ℓ̃, m̃, β̃, α̃)とする。(ℓ,m, β, α)と(ℓ̃, m̃, β̃, α̃)が一致してい
るとする。このとき、(γ, ν)と(γ̃, ν̃)は双ルジャンドル曲線として合同である。
（逆も成り立つ。）� �

γλ(t, λ) · ν(t, λ) = 0, γt(t, λ) · ν(t, λ) = 0より次が成り立つ。

命題（双ルジャンドル曲線の包絡線）� �
(γ, ν) : I × Λ → R2 × S1：双ルジャンドル曲線とする。もしeL : U →
I×Λ, eL(u) = (t(u), λ(u))が関数tとλに対して、変化性を満たす。このと
き、EL = γ ◦ eLは両方のパラメータtとλに関して(γ, ν)の包絡線である。� �



結論� �
特異点を持つ曲線族についても、ルジャンドル曲線族を用いることにより包絡線
の（良い）定義を与えることができた。
これによりx軸にカスプとy軸にカスプの包絡線を区別することができる。
また、様々な例を作ることができ、新たに双ルジャンドル曲線の概念にも触れた。� �
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ご清聴ありがとうございました。


