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【動機】平面曲線の場合の縮閉線の理論を確立したので、安直に空間曲線の場合も
考えてみる。ちなみに２次元の球面や双曲空間、ドシッター空間内の曲線について
もそれぞれに応じて考えられており、異なる性質が空間によりあります。

【内容】

• R3内の正則曲線 γ : I → R3

• R3内の枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2

• 正則曲線の縮閉線 Ev(γ) : I → R3

• 枠付き曲線の縮閉線 Ev(γ) : I → R3, (Ev(γ), ν1
1, ν

1
2) : I → R3×S2×S2



• R3内の正則曲線：

⋆ I ⊂ R :区間，γ : I → R3: 正則（γ̇(t) ̸= 0）かつ独立条件 γ̇(t)× γ̈(t) ̸= 0.

⋆ γ(t)の動標講（フルネ枠）：

t(t) =
γ̇(t)

|γ̇(t)|
, n(t) = b(t) × t(t), b(t) =

γ̇(t) × γ̈(t)

|γ̇(t) × γ̈(t)|
.

⋆ フルネ・セレの公式： ṫ(t)
ṅ(t)

ḃ(t)

 =

 0 |γ̇(t)|κ(t) 0
−|γ̇(t)|κ(t) 0 |γ̇(t)|τ (t)

0 −|γ̇(t)|τ (t) 0

 t(t)
n(t)
b(t)

 .

⋆ 曲率と捩率：

κ(t) =
|γ̇(t) × γ̈(t)|

|γ̇(t)|3
, τ (t) =

(γ̇(t) × γ̈(t)) ·
...
γ (t)

|γ̇(t) × γ̈(t)|2
.



定理（正則曲線の存在性）� �
κ : I → R>0, τ : I → R: C∞写像に対して、正則曲線γ : I → R3が存在
して、その曲率と捩率はκとτである。� �

定理（正則曲線の唯一性）� �
弧長パラメータ表示された正則曲線γ, γ̃ : I → R3に対して(κ, τ ) = (κ̃, τ̃ )

ならばγと γ̃は合同である。� �
定義 γ, γ̃ : I → R3が合同 ⇐⇒ A ∈ SO(3)とb ∈ R3が存在して、任意の
t ∈ Iに対して γ̃(t) = A(γ(t)) + bとなる。

注意：定義から特異点 γ̇(t) = 0と γ̇(t)× γ̈(t) = 0となる点では動標講や曲率を
考えることは出来ないので、これらを考えるために【枠付き曲線】を導入する。

• R3内の枠付き曲線：



定義 (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2：枠付き曲線
⇐⇒ γ̇(t) · ν1(t) = 0, γ̇(t) · ν2(t) = 0, ν1(t) · ν2(t) = 0.

このときγを枠付けられた曲線と呼ぶ。

⋆ 枠付けられた曲線γ(t)の動標講：

ν1(t), ν2(t), µ(t) := ν1(t) × ν2(t).

⋆ フルネ・セレ型の公式： ν̇1(t)
ν̇2(t)
µ̇(t)

 =

 0 ℓ(t) m(t)
−ℓ(t) 0 n(t)
−m(t) −n(t) 0

 ν1(t)
ν2(t)
µ(t)

 ,

γ̇(t) = α(t)µ(t).

⋆ 枠付き曲線の曲率：

ℓ(t) = ν̇1(t) · ν2(t), m(t) = ν̇1(t) · µ(t),



n(t) = ν̇2(t) · µ(t), α(t) = γ̇(t) · µ(t).

定理（枠付き曲線の存在性）� �
(ℓ,m, n, α) : I → R4：C∞写像に対して、枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) : I →
R3 × S2 × S2が存在して枠付き曲線の曲率は(ℓ,m, n, α)である。� �

定理（枠付き曲線の唯一性）� �
枠付き曲線 (γ, ν1, ν2), (γ̃, ν̃1, ν̃2) : I → R3 × S2 × S2に対して
(ℓ,m, n, α) = (ℓ̃, m̃, ñ, α̃)ならば (γ, ν1, ν2)と (γ̃, ν̃1, ν̃2)は枠付き曲線と
して合同である。� �
定義 (γ, ν1, ν2), (γ̃, ν̃1, ν̃2) : I → R3 × S2 × S2が 枠付き曲線として合同



⇐⇒ A ∈ SO(3)とb ∈ R3が存在して、任意のt ∈ Iに対して

γ̃(t) = A(γ(t)) + b, ν̃i(t) = A(νi(t)), i = 1, 2

となる。

注意：(γ, ν1, ν2) : I → R3×S2×S2：枠付き曲線に対してt : Ĩ → I, u 7→ t(u)

をパラメータ変換とする。(γ̃, ν̃1, ν̃2) : Ĩ → R3 × S2 × S2を

(γ̃(u), ν̃1(u), ν̃2(u)) = (γ ◦ t(u), ν1 ◦ t(u), ν2 ◦ t(u))

とすると曲率の関係は

(ℓ̃(u), m̃(u), ñ(u), α̃(u)) = (ℓ(t(u)),m(t(u)), n(t(u)), α(t(u)))t′(u)

である。

注意：一般的にRn内の枠付き曲線と曲率が定義できます。



例（独立条件を持つ正則曲線）：γ : I → R3：正則曲線で γ̇(t)× γ̈(t) ̸= 0とする
⇒ フルネ枠{t, n, b}があるので、(γ, n, b)：枠付き曲線かつn(t)×b(t) = t(t).
曲率κ(t)と捩率τ (t)は次で与えられる。

κ(t) =

√
m2(t) + n2(t)

|α(t)|
, τ (t) =

m(t)ṅ(t) − ṁ(t)n(t) + (m2(t) + n2(t))ℓ(t)

α(t)(m2(t) + n2(t))
.

例（空間曲線(n1, n1, n3)型）：n1, n2, n3, k1, k2 ∈ N, n2 = n1 + k1, n3 =

n2 + k2に対して、(γ, ν1, ν2) : R → R3 × S2 × S2を

γ(t) =

(
1

n1

tn1,
1

n2

tn2,
1

n3

tn3

)
,

ν1(t) =
1√

1 + t2k1

(−tk1, 1, 0),

ν2(t) =
1√

(1 + t2k1)(1 + t2k1 + t2k1+2k2)
(−tk1+k2,−t2k1+k2, 1 + t2k1).



⇒ (γ, ν1, ν2)は枠付き曲線でありµ(t) = ν1(t)×ν2(t) = 1√
1+t2k1+t2k1+2k2

(1, tk1, tk1+k2).

枠付き曲線の曲率は

ℓ(t) =
k1t

2k1+k2−1

(1 + t2k1)
√
1 + t2k1 + t2k1+2k2

, m(t) =
−k1t

k1−1√
(1 + t2k1)(1 + t2k1 + t2k1+2k2)

,

n(t) =
−tk1+k2−1(k1 + k2 + k2t

2k1)

(1 + t2k1 + t2k1+2k2)
√
1 + t2k1

, α(t) = tn1−1

√
1 + t2k1 + t2k1+2k2.
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γ(t) = (t2, t3, t4) γ(t) = (t2, t3, t5) γ(t) = (t2, t4, t5)



例（3次元アステロイド）：(γ, ν1, ν2) : [0, 2π) → R3 × S2 × S2を

γ(t) = (cos3 t, sin3 t, cos 2t), ν1(t) = (− sin t,− cos t, 0), ν2(t) =
1

5
(−4 cos t, 4 sin t, 3).

⇒ (γ, ν1, ν2)：枠付き曲線かつµ(t) = 1
5(−3 cos t, 3 sin t,−4).

枠付き曲線の曲率はℓ(t) =
4

5
, m(t) =

3

5
, n(t) = 0, α(t) = 5 cos t sin t.
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定義 (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2：枠付き曲線 ⇐⇒ γ̇(t) · ν1(t) = 0, γ̇(t) · ν2(t) =

0, ν1(t) · ν2(t) = 0.



命題（１つの存在条件）� �
γ : (I, t0) → R3：解析写像芽 ⇒ γ：枠付けられた曲線である。つまり、ν1, ν2
が存在して(γ, ν1, ν2) : (I, t0) → R3 × S2 × S2は枠付き曲線と出来る。� �

(γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2：枠付き曲線、(ℓ,m, n, α)：曲率
⋆ f(t) := m(t)ṅ(t) − ṁ(t)n(t) + (m2(t) + n2(t))ℓ(t)とする。

命題（曲率の性質）� �
(1) 任意のt ∈ Iに対してα(t) = 0 ⇒ γ(t)は１点である。
(2) 任意のt ∈ Iに対してm(t) = n(t) = 0 ⇒ γ(t)は直線の一部である。
(3) 任意のt ∈ Iに対してf(t) = 0 かつm2(t) + n2(t) ̸= 0 ⇒ γ(t)は平
面の一部である。� �
注意：もちろん、これらはパラメータ変換に依らない性質である。



定義 (ν1, ν2)回転 ⇐⇒ (ν1, ν2) ∈ S2 × S2のことで、C∞関数θ(t)に対
して (

ν1(t)
ν2(t)

)
=

(
cos θ(t) − sin θ(t)
sin θ(t) cos θ(t)

)(
ν1(t)
ν2(t)

)
.

⇒ (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2：枠付き曲線であり、
その曲率は(ℓ(t),m(t), n(t), α(t)),

ℓ(t) = ℓ(t) − θ̇(t),(
m(t)
n(t)

)
=

(
cos θ(t) − sin θ(t)
sin θ(t) cos θ(t)

)(
m(t)
n(t)

)
となる。特に、θ(t)を θ̇(t) = ℓ(t)を満たす(ν1, ν2)回転とする。
⇒ ℓ(t) = 0となる。{ν1(t), ν2(t), µ(t)}を適合枠という。



定義 (ν1, ν2)反転 ⇐⇒ (ν̃1, ν̃2) ∈ S2 × S2のことで(
ν̃1(t)
ν̃2(t)

)
=

(
1 0
0 −1

)(
ν1(t)
ν2(t)

)
.

⇒ (γ, ν̃1, ν̃2) : I → R3 × S2 × S2：枠付き曲線であり、
その曲率は(−ℓ(t),−m(t), n(t),−α(t))となる。

定義 (ν1, ν2)回転と(ν1, ν2)反転の合成を(ν1, ν2)変換という。

θ : I → Rを θ̇(t) = ℓ(t)とする。

定義 a, b ∈ Rに対してγの平行曲線をγ(a,b) : I → R3,

γ(a,b)(t) = γ(t) + (a cos θ(t) + b sin θ(t)) ν1(t) + (−a sin θ(t) + b cos θ(t)) ν2(t).



命題（平行曲線は枠付き曲線）� �
平行曲線γ(a,b)は枠付けられた曲線である。正確には (γ(a,b), ν1, ν2) : I →
R3 × S2 × S2 は枠付き曲線で、その曲率は (ℓ(t),m(t), n(t), α(t) +

a(m(t) cos θ(t) − n(t) sin θ(t)) + b(m(t) sin θ(t) + n(t) cos θ(t))).� �
例（3次元アステロイド）：(γ, ν1, ν2) : [0, 2π) → R3 × S2 × S2を

γ(t) = (cos3 t, sin3 t, cos 2t), ν1(t) = (− sin t,− cos t, 0), ν2(t) =
1

5
(−4 cos t, 4 sin t, 3).

ℓ(t) =
4

5
, m(t) =

3

5
, n(t) = 0, α(t) = 5 cos t sin t.

θ : [0, 2π) → Rをθ(t) = 4
5
t（θ̇(t) = 4

5
= ℓ(t)）



γ(a,b)(t) =

(
cos3 t + a

(
− sin t cos

4

5
t +

4

5
cos t sin

4

5
t

)
+ b

(
− sin t sin

4

5
t −

4

5
cos t cos

4

5
t

)
,

sin3 t + a

(
− cos t cos

4

5
t −

4

5
sin t sin

4

5
t

)
+ b

(
− cos t sin

4

5
t +

4

5
sin t cos

4

5
t

)
,

cos 2t −
3

5
a sin

4

5
t +

3

5
b cos

4

5
t

)
.

ℓ(a,b)(t) =
4

5
, m(a,b)(t) =

3

5
, n(a,b)(t) = 0, α(a,b)(t) = 5 cos t sin t +

3

5
a cos

4

5
t +

3

5
b sin

4

5
t.
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• 正則曲線γ : I → R3の縮閉線：
（D. Fuchs, Evolutes and Involutes of Spatial Curves, Amer.
Math. Monthly. 120 (2013), 217-231.）

γ : I → R3：独立条件を満たす正則曲線で曲率κ(t) > 0, τ (t) ̸= 0とする。

定義 γの縮閉線Ev(γ) : I → R3を

Ev(γ)(t) = γ(t) +
1

k(t)
n(t) −

κ̇(t)

κ2(t)τ (t)|γ̇(t)|
b(t).

注意：Ev(γ)(t)は接触球の中心である。
もし

τ (t)

κ(t)
−

d

dt

(
κ̇(t)

κ2(t)τ (t)|γ̇(t)|

)
= 0

⇒ Ėv(γ)(t) = 0となるし、独立条件も満たすわけではない。



• 枠付き曲線の縮閉線：

(γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2：枠付き曲線に対して(ℓ,m, n, α)を曲率とす
る。 以降、任意のt ∈ Iに対して

f(t) = m(t)ṅ(t) − ṁ(t)n(t) + (m2(t) + n2(t))ℓ(t) ̸= 0

とする。

定義 γの縮閉線Ev(γ) : I → R3を

Ev(γ)(t) = γ(t) −

∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)
ν1(t) +

∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)
ν2(t).

注意：γ : I → R3：独立条件を満たす正則曲線ならば (γ, n, b)：枠付き曲線で
Ev(γ)(t) = Ev(γ)(t)が成り立つ。



適合枠を取りℓ(t) = 0とすれば、Ev(γ)(t) = γ(t)−

∣∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ m(t) n(t)
ṁ(t) ṅ(t)

∣∣∣∣∣
ν1(t)+

∣∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ m(t) n(t)
ṁ(t) ṅ(t)

∣∣∣∣∣
ν2(t).

命題（縮閉線の一致）� �
(1) (γ, ν1, ν2)(t)と(γ̃, ν̃1, ν̃2)(u)がパラメータ変換で一致する。

⇒ Ev(γ)(t) = Ev(γ̃)(u).
(2) (γ, ν1, ν2)と(γ̃, ν̃1, ν̃2)が(ν1, ν2)変換で一致する。

⇒ Ev(γ)(t) = Ev(γ̃)(t).
(3) 任意のa, b ∈ Rに対してEv(γ(a,b))(t) = Ev(γ)(t).� �
γ(a,b)(t) = γ(t) + (a cos θ(t) + b sin θ(t)) ν1(t) + (−a sin θ(t) + b cos θ(t)) ν2(t),

(θ̇(t) = ℓ(t)).



命題（縮閉線は枠付き曲線）� �
縮閉線Ev(γ)は枠付けられた曲線である。正確には (Ev(γ), ν1

1, ν
1
2) : I →

R3 × S2 × S2は枠付き曲線で、その曲率(ℓ1,m1, n1, α1)は

ν1
1(t) = µ(t), ν1

2(t) =
1√

m2(t) + n2(t)
(m(t)ν1(t) + n(t)ν2(t)), µ

1(t) = ν1
1(t) × ν1

2(t),

ℓ1(t) = −
√
m2(t) + n2(t), m1(t) = 0, n1(t) =

f(t)

m2(t) + n2(t)
,

α1(t) =

n(t)√
m2(t) + n2(t)

 d

dt


∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)

+ ℓ(t)


∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)




+
m(t)√

m2(t) + n2(t)

 d

dt


∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)

− ℓ(t)


∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)


 .

� �
注意：f(t) ̸= 0 =⇒ m2(t) + n2(t) ̸= 0.



命題（縮閉線の１つの意味）� �
(1) 任意のt ∈ Iに対して(d/dt)Ev(γ)(t) = 0、つまりEv(γ)：定数

⇒ γ(t) ∈ S2(a, r) = {x ∈ R3 | |x − a|2 = r2}.
(2) γ(t) ∈ S2(a, r)かつγ(t) − a ∈ ⟨ν1(t), ν2(t)⟩ ⇒ Ev(γ)(t)：定数� �

F : I × R3 → R, (t, v) 7→ (γ(t) − v) · µ(t).

命題（関数族の特異点）� �
(1) F (t, v) = 0 ⇐⇒ v = γ(t) − aν1(t) − bν2(t).

(2) F (t, v) = (∂F/∂t)(t, v) = 0

⇐⇒ v = γ(t) − aν1(t) − bν2(t)かつα(t) − am(t) − bn(t) = 0.

(3) F (t, v) = (∂F/∂t)(t, v) = (∂2F/∂t2)(t, v) = 0

⇐⇒ v = Ev(γ)(t).� �



定義 (2)のvをγの焦面

FS(γ) : I × J → R3,FS(γ)(t, a, b) = γ(t) − aν1(t) − bν2(t)

という。ここで、J = {(a, b) ∈ R2|α(t) − am(t) − bn(t) = 0}.

命題（Ev(γ)とFS(γ)の特異点）� �
(1) FS(γ)の特異点の像はEv(γ)の像と一致する。
(2) FS(γ) : I × J → R3が(t0, a, b)（FS(t0, a, b) = Ev(γ)(t0)）で
カスピダルエッジ（カスプ状曲面、A2特異点）と微分同相である。
⇐⇒ Ev(γ) : I → R3がt0で正則点である。
(3) FS(γ) : I × J → R3が(t0, a, b)（FS(t0, a, b) = Ev(γ)(t0)）で
スワローテイル（ツバメの尾、A3特異点）と微分同相である。
⇐⇒ Ev(γ) : I → R3がt0で(2, 3)カスプ（A2特異点）と微分同相である。� �
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⋆ (2, 3)カスプ：t 7→ (t2, t3, 0).
⋆ カスピダルエッジ：(u, v) 7→ (u2, u3, v).
⋆ スワローテイル：(u, v) 7→ (3u4 + u2v,−4u3 − 2uv, v).

例（3次元アステロイド）：(γ, ν1, ν2) : [0, 2π) → R3 × S2 × S2を

γ(t) = (cos3 t, sin3 t, cos 2t), ν1(t) = (− sin t,− cos t, 0), ν2(t) =
1

5
(−4 cos t, 4 sin t, 3).

ℓ(t) =
4

5
, m(t) =

3

5
, n(t) = 0, α(t) = 5 cos t sin t.



Ev(γ)(t) = (
28

3
cos3 t,

28

3
sin3 t,−

21

4
cos 2t).

FS(γ)(t, b) = (cos3 t + (25/3) cos t sin2 t + (5/4)b cos t,

sin3 t + (25/3) cos2 t sin t − (5/4)b sin t, cos 2t − (3/5)b).
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γ(t)とEv(γ) FS(γ)とEv(γ)



k回縮閉線を与える。Ev0(γ)(t) = γ(t), Ev1(γ)(t) = Ev(γ)(t)とする。
帰納的にEvk(γ)(t) = Ev(Evk−1(γ))(t),

νk
1 (t) =

{
ν11(t) (k : 奇数)
µ1(t) (k : 偶数)

, νk
2 (t) =

{
ν1
2(t) (k : 奇数)

−ν1
2(t) (k : 偶数)

,

ℓk(t) =

{
ℓ1(t) (k : 奇数)
n1(t) (k : 偶数)

, nk(t) =

{
n1(t) (k : 奇数)
ℓ1(t) (k : 偶数)

,

αk(t) = −
d

dt

(∣∣∣∣∣ αk−1(t) nk−1(t)
˙αk−1(t) ˙nk−1(t)

∣∣∣∣∣
ℓk−1(t)(nk−1(t))2

)
+

αk−1(t)ℓk−1(t)

nk−1(t)
(k ≥ 2).



定理（k回の縮閉線は枠付き曲線）� �
(Evk(γ), νk

1 , ν
k
2 ) : I → R3 × S2 × S2は枠付き曲線で、その曲率は

(ℓk, 0, nk, αk)で与えられる。
k = 1:

Ev1(γ)(t) = γ(t) −

∣∣∣∣ α(t) n(t)
α̇(t) ṅ(t)

∣∣∣∣+ α(t)ℓ(t)m(t)

f(t)
ν1(t) +

∣∣∣∣ α(t) m(t)
α̇(t) ṁ(t)

∣∣∣∣− α(t)ℓ(t)n(t)

f(t)
ν2(t).

k ≥ 2:

Evk(γ)(t) = Evk−1(γ)(t) −

∣∣∣∣ αk−1(t) nk−1(t)
˙αk−1(t) ˙nk−1(t)

∣∣∣∣
ℓk−1(t)(nk−1(t))2

νk−1
1 (t) −

αk−1(t)

nk−1(t)
νk−1
2 (t).

� �



まとめ� �
⋆ 空間曲線に対して、独立条件を満たす正則曲線を含み、特異点を許容する曲
線として、枠付き曲線 (γ, ν1, ν2) : I → R3 × S2 × S2を導入し、曲率
(ℓ,m, n, α)により定式化しました。
⋆ 枠付き曲線の縮閉線Ev(γ) : I → R3の定式化を行い、性質をいくつか紹介
しました。
⋆ 平面曲線とは異なり、特異点を持つ空間曲線の良い具体例が見当たりません。
ご存知の方はご教授頂ければ幸いです。� �


