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１．平面曲線とルジャンドル曲線について
２．フロントの縮閉線と伸開線について
３．フロンタルの縮閉線と伸開線について
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t 7→ (t2, t3) t 7→ (t3, t4) t 7→ (t3, t5)
(2, 3)カスプ、フロント (3, 4)カスプ、フロント (3, 5)カスプ、フロンタル
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１．平面曲線とルジャンドル曲線について:

• γ : I → R2：パラメータ表示されたC∞曲線γ(t) = (x(t), y(t))を扱う。
• γ̇(t) = 0となる点、特異点は許容する。

質問１：次の曲線は滑らかC∞であるか？
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１．平面曲線とルジャンドル曲線について:

• γ : I → R2：パラメータ表示されたC∞曲線γ(t) = (x(t), y(t))を扱う。
• γ̇(t) = 0となる点、特異点は許容する。

質問１：次の曲線は滑らかC∞であるか？
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解答：C∞パラメータ表示がある。



定義：(γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドル曲線 ⇐⇒ (γ, ν)∗θ = 0 ⇐⇒
γ̇(t) · ν(t) = 0 (∀t ∈ I). ここで θはT1R2 = R2 × S1上の標準的な接触形
式とする。さらに、(γ, ν)がはめ込めなら（(γ̇(t), ν̇(t)) ̸= (0, 0)）、
(γ, ν)：ルジャンドルはめ込みという。

定義：γ : I → R2がフロンタル（または、フロント） ⇐⇒ ν : I → S1 : C∞

が存在して(γ, ν)がルジャンドル曲線（または、ルジャンドルはめ込み）となる。

例１（正則曲線）： γ : I → R2：正則曲線に対して、ν : I → S1をν(t) = n(t)

とすれば、(γ, ν)：ルジャンドルはめ込みになる。よって、γはフロントである。

例２（(n,m)タイプ、n < m = n + k）： γ : R→ R2を

γ(t) =

(
1

n
tn,

1

m
tm
)



とする。ν : R → S1をν(t) = 1√
t2k+1

(−tk, 1)とすれば(γ, ν)はルジャンド

ル曲線である。（k = 1であればルジャンドルはめ込みである。）

質問２：次の曲線はフロンタル（単位法線が定義できるか）であるか？
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とする。ν : R → S1をν(t) = 1√
t2k+1

(−tk, 1)とすれば(γ, ν)はルジャンド

ル曲線である。（k = 1であればルジャンドルはめ込みである。）

質問２：次の曲線はフロンタル（単位法線が定義できるか）であるか？
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解答：ルジャンドル曲線となるC∞パラメータ表示がある。



命題（ルジャンドル曲線）� �
γ̃ : Ĩ → R2: C∞曲線、特異点の集合は孤立点または閉区間とする。このと
き、ルジャンドル曲線 (γ, ν) : I → R2 × S1が存在して、γ(I) = γ̃(Ĩ)と
なる。� �
予想（ルジャンドル曲線）� �
任意の γ̃ : Ĩ → R2: C∞曲線に対して、ルジャンドル曲線 (γ, ν) : I →
R2 × S1が存在して、γ(I) = γ̃(Ĩ)となる。� �
ルジャンドル曲線(γ, ν) : I → R2×S1に対して、µ(t) := J(ν(t))とする。こ
のとき{ν(t), µ(t)}をフロンタルγ(t)の動標構と呼ぶ。
• フロンタルのフルネ型の公式：(

ν̇(t)
µ̇(t)

)
=

(
0 ℓ(t)
−ℓ(t) 0

)(
ν(t)
µ(t)

)
,



ここで、ℓ(t) = ν̇(t) · µ(t)である。

• γ̇(t) · ν(t) = 0なのでβ : I → Rが存在して γ̇(t) = β(t)µ(t)となる。

定義：(ℓ, β) : I → R2, t 7→ (ℓ(t), β(t))を（パラメータtにおける）ルジャンド
ル曲率と呼ぶ。

命題（曲率の関係）� �
γを曲率κ(t)の正則曲線とする。(γ, n)：ルジャンドル曲線に対して、ルジャン
ドル曲率を(ℓ(t), β(t))とする。このときℓ(t) = |β(t)|κ(t)が成り立つ。� �
注意：弧長パラメータを取ると、|β(t)| = 1なのでℓ(t) = κ(t)である。

注意：t0がフロンタルγの特異点 ⇐⇒ β(t0) = 0である。



定義：t0がフロンタルγの変曲点（または、ルジャンドル曲線(γ, ν)の変曲点）
⇐⇒ ℓ(t0) = 0とする。（この定義は正則曲線のときの拡張になっている。）

• ルジャンドルはめ込みであれば、(ℓ(t), β(t)) ̸= (0, 0)となる。

(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → R2 × S1：ルジャンドル曲線とする。

定義：(γ, ν)と(γ̃, ν̃)がルジャンドル曲線として合同
⇐⇒ R2の回転行列Aと平行移動bが存在して、

γ̃(t) = A(γ(t)) + b, ν̃(t) = A(ν(t)) (∀t ∈ I).



定理（存在性）� �
写像 (ℓ, β) : I → R2に対して、(ℓ, β)を曲率とするようなルジャンドル曲線
(γ, ν) : I → R2 × S1が存在する。� �
γ(t) =

(
−
∫

β(t) sin

(∫
ℓ(t) dt

)
dt,

∫
β(t) cos

(∫
ℓ(t) dt

)
dt

)
,

ν(t) =

(
cos

(∫
ℓ(t) dt

)
, sin

(∫
ℓ(t) dt

))
.

定理（一意性）� �
ルジャンドル曲線(γ, ν), (γ̃, ν̃) : I → R2×S1に対して、曲率(ℓ, β)と(ℓ̃, β̃)

が一致しているとする。このとき、(γ, ν)と(γ̃, ν̃)はルジャンドル曲線として合
同である。� �



• (γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドル曲線に対して、(ℓ, β)をルジャンドル曲
率とする。f : Ĩ → Iを任意の関数 ⇒

(γ ◦ f, ν ◦ f) : Ĩ → R2 × S1

もルジャンドル曲線であり、ルジャンドル曲率は((ℓ ◦ f)f ′, (β ◦ f)f ′)となる。

２．フロントの縮閉線と伸開線について：

定義（再掲）：γ : I → R2: フロント ⇐⇒ ν : I → S1が存在して、
(γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドルはめ込み、つまり γ̇(t) · ν(t) = 0かつ
(γ̇(t), ν̇(t)) ̸= (0, 0)（∀t ∈ I）.(

ν̇(t)
µ̇(t)

)
=

(
0 ℓ(t)
−ℓ(t) 0

)(
ν(t)
µ(t)

)
, γ̇(t) = β(t)µ(t)

⇒ (ℓ(t), β(t)) ̸= (0, 0).



• 変曲点を持たない(γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドルはめ込みに対して
（つまりℓ(t) ̸= 0に対して）、

定義：γの縮閉線 ⇐⇒ Ev(γ)(t) := γ(t)−
β(t)

ℓ(t)
ν(t).

定義：γの伸開線 ⇐⇒ Inv(γ, t0)(t) := γ(t)−
(∫ t

t0
β(t) dt

)
µ(t).

（これらの定義は正則曲線の定義の拡張になっている。）

正則曲線γの縮閉線 ⇐⇒ Ev(γ)(t) = γ(t) +
1

κ(t)
n(t)

正則曲線γの伸開線 ⇐⇒ Inv(γ, t0)(t) = γ(t)−
(∫ t

t0
|γ̇(t)|dt

)
t(t)



命題（フロントの縮閉線と伸開線はフロント）� �
変曲点を持たない (γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドルはめ込みに対して、
(ℓ, β)をルジャンドル曲率とする。
(1) (Ev(γ), J(ν)) : I → R2 × S1はルジャンドルはめ込みになる。よって
Ev(γ)はフロントである。ルジャンドル曲率は(ℓ, (d/dt)(β/ℓ)).

(2) (Inv(γ, t0), J−1(ν)) : I → R2×S1はルジャンドルはめ込みなる。よっ
てInv(γ, t0)はフロントである。ルジャンドル曲率は(ℓ, (

∫ t
t0
β(u)du)ℓ).� �

命題（縮閉線と伸開線の関係）� �
(1) Ev(Inv(γ, t0))(t) = γ(t).

(2) Inv(Ev(γ), t0)(t) = γ(t)−
β(t0)

ℓ(t0)
ν(t).

� �



命題（縮閉線と伸開線の特異点の関係）� �
(I) t0をγの特異点とする。
(1) t0がEv(γ)の正則点 ⇐⇒ γは 3/2カスプとt0において微分同相である。
(2) Ev(γ)が3/2カスプとt0において微分同相 ⇐⇒ γは4/3カスプとt0に
おいて微分同相である。
(II) (1) t0がγの正則点 ⇐⇒ Inv(γ, t0)は3/2カスプとt0において微分
同相である。
(2) γが3/2カスプにt0において微分同相 ⇐⇒ Inv(γ, t0)は4/3カスプと
t0において微分同相である。� �
• γがt0において3/2カスプと微分同相

⇐⇒ γ̇(t0) = 0, det (γ̈(t0),
...
γ (t0)) ̸= 0.

• γがt0において4/3カスプと微分同相

⇐⇒ γ̇(t0) = γ̈(t0) = 0, det
(
γ(3)(t0), γ

(4)(t0)
)
̸= 0.
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• Ev(γ)やInv(γ, t0)は変曲点を持たないフロントであるので、その繰り返しを
考えることができる。
• Ev0(γ) := γ, Ev1(γ) := Ev(γ), Evn(γ) := Ev(Evn−1(γ))
• Inv0(γ, t0) := γ, Inv1(γ, t0) := Inv(γ, t0),
Invn(γ, t0) := Inv(Invn−1(γ, t0), t0)

• β0(t) := β(t), βn(t) :=
d

dt

(
βn−1(t)

ℓ(t)

)
, β−n(t) :=

(∫ t

t0
β−n+1(t)dt

)
ℓ(t)



定理 (n回の縮閉線と伸開線)� �
(1) (Evn(γ)(t), Jn(ν)) : I → R2 × S1はルジャンドルはめ込みで、ルジャ
ンドル曲率は(ℓ, βn)である。ここで、

Evn(γ)(t) = Evn−1(γ)(t)−
βn−1(t)

ℓ(t)
Jn−1(ν(t)).

(2) (Invn(γ, t0), J−n(ν)) : I → R2 × S1はルジャンドルはめ込みで、ル
ジャンドル曲率は(ℓ, β−n)である。ここで、

Invn(γ, t0)(t) = Invn−1(γ, t0) +
β−n(t)

ℓ(t)
J−n(ν(t)).

ここでJnはJのn回作用を表す。Jは反時計回りにπ/2回転する行列とする。� �



(Inv2,−ν) invo← (Inv,−µ) invo← (γ, ν)
evo→ (Ev, µ) evo→ (Ev2,−ν)

↕ ↕ ↕ ↕ ↕
(ℓ, β−2) ← (ℓ, β−1) ← (ℓ, β) → (ℓ, β1) → (ℓ, β2)

• ν : I → S1に対してℓ(t) ̸= 0のときℓ(t) = 1となるパラメータをパラメータ
変換により取ることができる。（β(t) ̸= 0のときは弧長パラメータを取ることが
できた。）

このパラメータを使えば、縮閉線と伸開線のルジャンドル曲率の関係はまさに微分
積分に対応する：

· · · ←
∫ t

t0

(∫ t

t0
β(t)dt

)
dt←

∫ t

t0
β(t)dt← β(t)→ β′(t)→ β′′(t)→ · · ·
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ローズ曲線γ(t) = (cos 2t sin t, cos 2t cos t)



結論� �
変曲点を持たないフロントに対して、縮閉線と伸開線は再びフロントになり、
縮閉線はルジャンドルはめ込みの曲率の微分に対応し、伸開線はルジャンドルは
め込みの曲率の積分に対応する。� �

• それでは変曲点がある場合はどうなるのだろうか？

⇒ 正則曲線やルジャンドルはめ込みの枠組みでは、縮閉線の定義はできません。
しかし、「あるクラス」に対して、縮閉線が定義できます（伸開線はいつでも定義
できます）。その場合は、フロントではなくフロンタル（つまりルジャンドル曲線）
となることが分かりますが、まだ、性質などあまり調べられていません。



３．フロンタルの縮閉線と伸開線について：

• (γ, ν) : I → R2× S1：ルジャンドル曲線で、ルジャンドル曲率を(ℓ, β)とす
る。変曲点を持っていても良いとする。つまりℓ(t) = 0となる点が存在する。

定義：γの伸開線 ⇐⇒ Inv(γ, t0)(t) := γ(t)−
(∫ t

t0
β(t) dt

)
µ(t).

定義：γの縮閉線 ⇐⇒ Ev(γ)(t) := γ(t)− α(t)ν(t).

ここで、C∞関数α : I → Rが一意的に存在してβ(t) = α(t)ℓ(t)が成り立つ。
⇒ Ev(γ)が存在するという。

注意：縮閉線はもちろんいつでも存在するわけではない。



命題（縮閉線の一意性）� �
連続関数α : I → Rが存在して、L = {t ∈ I|ℓ(t) ̸= 0}上α(t) = β(t)/ℓ(t)

とする。αが一意的である ⇐⇒ Lが稠密であることである。つまり、L = I

が成り立つ。� �
以下、L = {t ∈ I|ℓ(t) ̸= 0}が稠密であると仮定する。

命題（フロンタルの縮閉線と伸開線はフロンタル）� �
(γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドル曲線に対して、
(1) Ev(γ)が存在するときに、(Ev(γ), J(ν)) : I → R2 × S1はルジャンド
ル曲線である。よってEv(γ)はフロンタルである。ルジャンドル曲率は(ℓ, α̇).

(2) (Inv(γ, t0), J−1(ν)) : I → R2 × S1はルジャンドル曲線である。よっ
てInv(γ, t0)はフロンタルである。ルジャンドル曲率は(ℓ, (

∫ t
t0
β(u)du)ℓ).� �



命題（フロンタルの縮閉線と伸開線の関係）� �
(1) フロンタルの伸開線の縮閉線は常に存在し、Ev(Inv(γ, t0))(t) = γ(t).

(2) もしEv(γ)が存在するのなら、Inv(Ev(γ), t0)(t) = γ(t)−α(t0)ν(t).� �
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命題（縮閉線と伸開線の特異点の関係）� �
(1) γが5/3カスプと t0において微分同相 ⇐⇒ t0の回りでEv(γ)が存在
して、β(t) = α(t)ℓ(t)はα(t0) = 0を満たし、t0はEv(γ)の通常変曲点で
ある。
(2) Inv(γ, t0)は5/3カスプとt0において微分同相 ⇐⇒ t0はγの通常変曲
点である。� �
• γがt0において通常変曲点

⇐⇒ det (γ̇(t0), γ̈(t0)) = 0, det (γ̇(t0),
...
γ (t0)) ̸= 0.

• γがt0において5/3カスプと微分同相 ⇐⇒ γ̇(t0) = γ̈(t0) = 0,

det
(
γ(3)(t0), γ

(4)(t0)
)
= 0, det

(
γ(3)(t0), γ

(5)(t0)
)
̸= 0.
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γ(t) = (t3, t5)

• (γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドル曲線とλ ∈ Rに対して平行曲線γλ :

I → R2をγλ(t) = γ(t) + λν(t)とする。



命題（平行曲線の性質）� �
(1) (γλ, ν) : I → R2×S1はルジャンドル曲線である。よってγλはフロンタ
ルである。ルジャンドル曲率は(ℓ, β + λℓ)である。
(2) もしEv(γ)が存在するならば、Ev(γλ)も存在して一致する。� �

命題（伸開線と平行曲線）� �
任意の点 t0, t1 ∈ Iに対して、Inv(γ, t1)は (Inv(γ, t0), J−1(ν)) : I →
R2 × S1の平行曲線である。� �

• 伸開線の平行曲線全体：

PI(γ, ν) = {(Inv(γ, t0) + λJ−1(ν), J−1(ν))|λ ∈ R}.
これはt0には依存しない。帰納的にPIn(γ, ν) := PI(PIn−1(γ, ν)) とする。
また、縮閉線が存在するときにはEvn(γ) := Ev(Evn−1(γ))とする。



定理（n回の縮閉線）� �
(γ, ν) : I → R2 × S1：ルジャンドル曲線とする。次は同値である：
(1) n回の縮閉線Ev(γ)が存在して(Evn(γ), Jn(ν)) : I → R2×S1：ルジャ
ンドル曲線である。
(2) あるルジャンドル曲線(γ̃, ν̃) : I → R2 × S1が存在して、
(γ, ν) ∈ PIn(γ̃, ν̃)である。� �

結論� �
変曲点をもつ場合は、縮閉線はいつでも定義できるわけではない。正則曲線やフ
ロントに対して変曲点がある場合は、縮閉線は定義されない。
仮定のもとで定義できる場合は、フロンタルに対して、縮閉線と伸開線は再びフ
ロンタルになる。� �


