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1 四元数ガウス分布の双対幾何
Plan of this talk:

1. 背景と目標/狙い
2. Introduction：実ガウス分布と情報幾何
3. 四元数ガウス分布の定義
4. 主空間と主ポテンシャル関数（四元数形式，複素形式及び実形式）
5. 双対空間と双対ポテンシャル関数（四元数形式，複素形式及び実形式）
6. Kullback-Leibler 情報量（四元数形式）
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1.1 背景と目指したい目標/狙い

〈背景〉
実ベクトル変数ガウス分布の幾何は，上半平面ポアンカレモデルの自然な一般化．
先行研究やその応用（コンピュータビジョン，機械学習）でも応用されている．
近年，クリフォード代数が「計算知能」と呼ばれる分野で活用されている．
実ベクトル変数ガウス分布の双対幾何の応用的広がりを踏まえ，
数学的・数理的観点から四元数ガウス分布の双対幾何に着手．

〈目標/狙い〉
♦行列リッカチ代数方程式と四元数ガウス分布の双対構造との関係　
♦複素ガウス分布とグラスマン多様体のケーラーポテンシャルとの関係　
♦有界領域の幾何と四元数ガウス分布の双対幾何との関係
♦実解析的特異点論のルジャンドル特異点との違い/関連は何か
♦準行列式(quasi-determinant)，一般逆行列の視点に基づく，

ツイスター幾何と四元数ガウス分布の双対幾何の関係
♦四元数ガウス分布を題材に四元数情報幾何（四元数アファイン微分幾何）の構成
♦四元数ガウス分布の実解析的変形による量子情報への理論展開　
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2 実ガウス分布と情報幾何
2.1 指数型分布族

統計的モデル S = {pθ| θ ∈ Ξ} (集合χ上の確率分布の族) が指数型分布族とは，χ上の
関数 {C,F1, · · · , Fn} および Ξ上の関数 ψ を用いて次のように書けるもの；

p(x; θ) = exp
{
C(x) + θiFi(x)− ψ(θ)

}
. (1)

指数型分布族はガウス分布(正規分布)，Poisson 分布，多項分布などを含むかなり広い
分布族である．
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2.2 1変数ガウス分布族

統計的モデル S = {pξ = p(x; ξ)| ξ = (µ, σ) ∈ R×R+} (後述のFisher計量を考え
てポアンカレ上半平面) として，(実)1変数ガウス分布の確率密度関数(pdf)を考える.

p(x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp

{
− (x− µ)2

2σ2

}
(2)

= exp

{
µ

σ2
x− 1

2σ2
x2 −

(
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ)

)}
= exp

{
θ1x1 + θ2x2 − ψ(θ)

}
(指数型分布族) (3)

新しい座標系(正準パラメータ)：θ = (θ1, θ2), θ1 =
µ

σ2
, θ2 =

1

2σ2
> 0 (正定値)

新しい確率変数：x = (x1, x2) = (x,−x2)
主ポテンシャル関数

ψ(θ) =
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ) =

(θ1)2

4θ2
− 1

2
log(θ2) +

1

2
log π (4)

主ポテンシャル関数は変数(µ, σ)の下では凸でも凹でもないが，正準パラメータ θ のも
とでは凸関数となることが重要である．
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双対パラメータ：η = (η1, η2), η1 = E[x1] = µ, η2 = E[x2] = −(µ2 + σ2) < 0

このとき，次が成り立つ．
∂ψ

∂θi
= ηi (i = 1, 2). (5)

さらに，双対ポテンシャル関数

φ(η) = θ1η1 + θ2η2 − ψ = −1

2
log

(
1 +

η21
η2

)
− 1

2
log(−η2)−

1

2
log 2πe (6)

を考えると，
∂φ

∂ηi
= θi (i = 1, 2). (7)

が成り立つ．さらに，Fisher情報行列

gij(θ) = E

[
∂lθ
∂θi

∂lθ
∂θj

]
, lθ(x) = log p(x; θ) (8)

(g = gijdθ
idθj は Fisher計量)に対し，次が成り立つ．

gij(θ) =
∂2ψ

∂θi∂θj
, gij(η) =

∂2φ

∂ηi∂ηj
, (gij)は(gij)の逆行列. (9)

ガウス分布のFisher計量は g =
1

σ2
(dµ2 + 2dσ2).
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2.3 α-接続，双対接続

統計的モデル S = {pξ} において，各点ξ （分布pξとξを同一視）に対して

(Γ
(α)
ij,k)ξ = Eξ

[(
∂i∂j lξ +

1− α

2
∂ilξ∂j lξ

)
(∂klξ)

]
(α ∈ R), ∂i =

∂

∂ξi
(10)

と定義し，
< ∇(α)

∂i
∂j , ∂k >= Γ

(α)
ij,k (g =< , > はFisher計量) (11)

によって決まるS上のアファイン接続∇(α)をα-接続という．
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一般に，多様体Sのアファイン接続∇に対し，座標系 [ξi]で∇∂i∂j = 0 (∀i, j) を満た
すものを∇のアファイン座標系と呼び，アファイン座標系が存在するとき∇は平坦で
あるという．

S上にRiemann計量g =< , >および二つのアファイン接続∇, ∇∗が与えられている
とする．S上の任意のベクトル場X,Y, Zに対し，

Z < X, Y >=< ∇ZX,Y > + < X,∇∗
ZY > (12)

が成り立つとき，∇と∇∗は互いに双対的であるといい，一方を他方の双対接続，
(g,∇, ∇∗)をS上の双対構造と呼ぶ．∇と∇∗がともに平坦であるような(S, g,∇, ∇∗)

を双対平坦空間と呼ぶ．
次の定理が知られている．

Theorem 1. α-接続∇(α)と(−α)-接続∇(−α)はFisher計量に関して互いに双対的で
ある．

これより，とくに∇(1)(指数型接続，e-接続)と∇(−1)(混合型接続，m-接続)とは双対的
であることに注意しておく．
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次の定理が知られている．

Theorem 2. 双対平坦空間(S, g,∇, ∇∗)において，∇-アファイン座標系を任意にとる
と，gに関して [θi]と双対的な座標系 [ηi]が存在して，[ηi]は∇∗-アファイン座標系とな
る．これらの座標系の関係は，ポテンシャルψ,φを用いたLegendre変換(5), (6), (7)に
よって表される．また，これらの座標系に関する計量gの成分は，ポテンシャルの２階
微分(9)で表される．

先の例のガウス分布族(一般に指数型分布族)の空間(S, g,∇(1), ∇(−1))は双対平坦であ
り，正準パラメータ [θ]がその∇(1)-アファイン座標系，双対パラメータ [η]がその
∇(−1)-アファイン座標系を与える．
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2.4 Kullback-Leibler 情報量

点p ∈ Sにおける正準・双対パラメータをθ(p), η(p) と表すことにする．
2点 p, q ∈ Sに対して，

D(p||q) := ψ(θ(p)) + φ(η(q))− (θ(p))i(η(q))i (13)

をKullback-Leibler(KL) 情報量 (Kullback-Leibler divergence)という．
KL情報量は次の性質を持つ：

D(p||q) ≥ 0, for p, q ∈ S, (14)

D(p||q) = 0 ⇔ p = q. (15)

距離の公理（対称性，三角不等式）は一般には満たさない．
次のピタゴラス定理が重要である．

Theorem 3. 双対平坦空間(S, g,∇, ∇∗)において，pとqを結ぶ∇-測地線をγ1，qとr
を結ぶ∇∗-測地線をγ2とする．γ1とγ2が交点qにおいて(gの内積に関して)直交するな
らば次が成り立つ．

D(p||r) = D(p||q) +D(q||r). (16)
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統計的モデルSの2点 p, qに対しては次が成り立つ．

D(p||q) = E(log p)− E(log q) =

∫
p(x) log

p(x)

q(x)
dx (17)

例：実4N変数ガウス分布の確率密度関数

p(x;µ,Σ) =
1

(2π)
4N
2 (detΣ)

1
2

exp

{
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

}
(18)

p = p(x;µ,Σ) と q = p(x; µ̂, Σ̂) のKL情報量は

E[x] = µ, E
[
(x− µ)(x− µ)T

]
= Σ

を用いて，

D(p||q) = E(log p)− E(log q)

=
1

2

{
log

(
det Σ̂

detΣ

)
+ tr(Σ̂−1(Σ + (µ− µ̂)(µ− µ̂)T ))− 4N

}
. (19)
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3 四元数ガウス分布の正規化定数
N成分四元数ベクトル x = x0 + x1i+ x2j + x3k = z1 + z2j ∈ HN , z1, z2 ∈ CN

正値四元数エルミート行列 H = A+Bj ∈ Herm(N,H)+, ĀT = A, BT = −B
(x, Hx) := x̄THx とする．このとき，次が成り立つ．

Proposition 4. ∫ ∞

−∞
e−(x, Hx)dx0dx1dx2dx3 =

π2N

|A||Ā+ B̄A−1B|
(20)

Remark 1. A ∈ Herm(N,C)+, S ∈ Symm(N,R)+(正値実対称行列)に対し，次が成
り立つ [3]. ∫ ∞

−∞
e−(z, Az)dxdy =

πN

|A|
,

∫ ∞

−∞
e−(x, Sx)dx =

π
N
2

|S| 12
. (21)
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証明：

(x, Hx) = x̄THx

= Re(x̄THx) [Hはエルミート行列よりこの２次形式は実数値]

= (z1, Az1 −Bz̄2) + (z̄2, Āz̄2 + B̄z1)

= (z1 −A−1Bz̄2, A(z1 −A−1Bz̄2)) + (z̄2, (Ā+ B̄A−1B)z̄2)

あとは複素数の場合の公式より，∫ ∞

−∞
e−(x, Hx)dx0dx1dx2dx3 =

πN

|A|
πN

|Ā+ B̄A−1B|
.

問：右辺の分母は何であろうか？
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4 四元数行列とその複素表現・実表現とそれらの行列式の

関係
四元数N次正方行列の全体をHN×Nとする．(CN×N , RN×Nも同様．)

H = A+Bj ∈ HN×N , A,B ∈ CN×Nに対し，

SdetH = det

(
A B
−B̄ Ā

)
: Study行列式 (成分の2N次多項式) (22)

N次正値四元数エルミート行列の全体をHerm(N,H)+ とする．

H = A+Bj ∈ Herm(N,H)+ のときdet

(
A B

−B̄ Ā

)
は正の実数なので，

|H| = detH := (SdetH)
1
2 , H ∈ Herm(N,H)+ (23)

と定義する．このとき，

|H|2 = det

(
A B
−B̄ Ā

)
= |A||Ā+ B̄A−1B| (24)

に注意する．
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さらに，実表現との関係についても触れておく．

Lemma 5. 正値四元数エルミート行列 H = A+Bj = A1 +A2i+B1j +B2k

に対して，

SdetH = det

(
A B
−B̄ Ā

)
=

det


A1 B1 −A2 −B2

−B1 A1 −B2 A2

A2 B2 A1 B1

B2 −A2 −B1 A1




1
2

. (25)

Remark 2.

Hが四元数エルミート⇔ A：エルミート，B：交代

⇔ A1：対称，A2, B1, B2：交代

⇔


A1 B1 −A2 −B2

−B1 A1 −B2 A2

A2 B2 A1 B1

B2 −A2 −B1 A1

：対称

14



これらをまとめると次のようになる．

H ∈ Herm(N,H)+, A ∈ Herm(N,C)+, S ∈ Symm(N,R)+に対し，∫ ∞

−∞
e−(x, Hx)dx0dx1dx2dx3 =

π2N

|H|2
(26)

∫ ∞

−∞
e−(z, Az)dxdy =

πN

|A|
,

∫ ∞

−∞
e−(x, Sx)dx =

π
N
2

|S| 12
. (27)

すなわち，K = R,C,H, d = dimRK = 1, 2, 4とすると，A ∈ Herm(N,K)+に
対し， ∫ ∞

−∞
e−(x, Ax)dx =

π
dN
2

|A| d2
. (28)
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5 四元数ガウス分布
(µ,Σ) ∈ HN × Herm(N,H)+ に対し，四元数ガウス分布の確率密度関数を次のように
定義する：

p(x;µ,Σ) =
1

π2N (detΣ)2
exp{−1

2
(x̄− µ̄)TΣ−1(x− µ)} (29)

= exp{−1

2
(x̄− µ̄)TΣ−1(x− µ)− log(π2N (detΣ)2)} (30)

= exp{−1

2
x̄TΣ−1x+

1

2
x̄TΣ−1µ+

1

2
µ̄TΣ−1x

−(
1

2
µ̄TΣ−1µ+ log((detΣ)2) + 2N log π)} (31)

Yoshizawa-Tanabe [5]に従い，次の正準パラメータを定義する：

θH :=
1√
2
Σ−1µ, ΘH := Σ−1 (32)このとき，

1

2
µ̄TΣ−1µ+ log((detΣ)2) = θ̄THΘ−1

H θH − log((detΘH)2) (33)

となることに注意する．
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6 二次形式の四元数，複素数及び実数表示の関係
K = R,C,Hとし，K-値正定値エルミート行列 ΘK を次のようにおく．

Θ−1
H = P +Qj ∈ HN×N , (34)

Θ−1
C =

(
P Q
−Q̄ P̄

)
∈ C2N×2N , P = P0 + P1i, Q = Q0 +Q1i, (35)

Θ−1
R =


P0 Q0 −P1 −Q1

−Q0 P0 −Q1 P1

P1 Q1 P0 Q0

Q1 −P1 −Q0 P0

 ∈ R4N×4N . (36)

まず，四元数ベクトル θH = a+ bj (a, b ∈ CN ) に対し，

θC =
1

2

(
θH − iθHi
jθH − kθHi

)
=

(
a
−b̄

)
∈ C2N , θR =

(
Re(θC)
Im(θC)

)
∈ R4N (37)

及び

V :=
1√
2

(
EN iEN

jEN kEN

)
∈ Sp(2N), U :=

1√
2

(
E2N −iE2N

−iE2N E2N

)
∈ U(4N)

(38)
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とおく．このとき(34), (35)から

V̄ TΘ−1
C V =

(
Θ−1

H O
O Θ−1

H

)
, V̄ T θC =

1√
2

(
θH

−θHi

)
(39)

となるので θ̄THΘ−1
H θH = θ̄TCΘ

−1
C θC が成り立つ．

また(35), (36)から

ŪTΘ−1
R U =

(
Θ−1

C O
O Θ̄−1

C

)
, ŪT θR =

1√
2

(
θC
iθ̄C

)
(40)

となるので θ̄TCΘ
−1
C θC = θ̄TRΘ−1

R θR が成り立つ．
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7 四元数ガウス分布のポテンシャル関数と双対パラメータ
K = R,C,H, d = dimRK = 1, 2, 4とする．主ポテンシャル関数を

φK(θK ,ΘK) := θ̄TKΘ−1
K θK − log((detΘK)d/2) +

d

2
N log π (41)

とする．このとき，

φ̇K = 2Re(θ̄TKΘ−1
K θ̇K) + Retr[−(Θ−1

K θK θ̄
T
KΘ−1

K +
d

2
Θ−1

K )θ̇K ] (42)

これより，次のように定義する；

ηTK := θ̄TKΘ−1
K , HT

K := −(Θ−1
K θK θ̄

T
KΘ−1

K +
d

2
Θ−1

K ) (43)
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このとき，定義(43)におけるK = RとK = Cの関係は，

ηTRU =
1√
2
[ηTC, −iη̄TC], (44)

ŪTHT
RU =

1

2

(
HT

C iη̄Cη̄
T
C

−iηCηTC H̄T
C

)
(45)

が成り立つことがわかる．したがって次を得る．

ηTR = [Re(ηTC), −Im(ηTC)], (46)

HT
R =

1

2

(
Re(HT

C − ηCη
T
C) −Im(HT

C − ηCη
T
C)

Im(HT
C + ηCη

T
C) Re(HT

C + ηCη
T
C)

)
. (47)
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8 双対ポテンシャル関数
非退化二次形式を

< (θK ,ΘK), (ηK ,HK) >:= 2Re(η̄TKθK) + Retr(HKΘK) (48)

と定義し，双対ポテンシャルを次のように定義する：

φ∗
K(ηK ,HK) := < (θK ,ΘK), (ηK ,HK) > −φK (49)

= −d
2
log(det(I +H−1

K ηK η̄
T
K))− d

2
log(det(−2

d
HK))− dN

2
log πe

(50)
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9 四元数ガウス分布によるKL情報量
体がKのときのKL情報量を次のように定義する．

D(p||q)K := φK(θ
(p)
K ,Θ

(p)
K ) + φ∗

K(η
(q)
K ,H

(q)
K )− < (θ

(p)
K ,Θ

(p)
K ), (η

(q)
K ,H

(q)
K ) > (51)

ここでK = Hのとき，p = (µ̂, Σ̂), q = (µ,Σ) ∈ HN × Herm(N,H)+とすると，

θ
(p)
H =

1√
2
Σ̂−1µ̂, Θ

(p)
H = Σ̂−1, (52)

η
(q)
H =

1√
2
µ, H

(q)
H = −

(
1

2
µµ̄T +

d

2
Σ

)
(53)

となるので，次の定理を得る．

Theorem 6. d = 4として，

D(p||q)H =
1

2

{
d · log

(
det Σ̂

detΣ

)
+ Retr(Σ̂−1(d · Σ+ (µ− µ̂)(µ̄− ¯̂µ)T ))− dN

}
.

(54)
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10 Disscussion
今後の目標をもう一度書いておく．

♦行列リッカチ代数方程式と四元数ガウス分布の双対構造との関係　
♦複素ガウス分布とグラスマン多様体のケーラーポテンシャルとの関係　
♦有界領域の幾何と四元数ガウス分布の双対幾何との関係
♦実解析的特異点論のルジャンドル特異点との違い/関連は何か
♦準行列式(quasi-determinant)，一般逆行列の視点に基づく，

ツイスター幾何と四元数ガウス分布の双対幾何の関係
♦四元数ガウス分布を題材に四元数情報幾何（四元数アファイン微分幾何）の構成
♦四元数ガウス分布の実解析的変形による量子情報への理論展開　
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Appendix

10.1 Mooreの四元数行列式

n次対称群Snの元をdisjoint cycleの積に分解しておく．

σ = (k11 · · · k1j1)(k21 · · · k2j2) · · · (km1 · · · kmjm)

ただし
∀iに対し，ki1 < kij for all j > 1

k11 > k21 > · · · > km1

この表示はunique.

四元数を成分とするn次正方行列A = (aij)に対し，Moore行列式Mdet(A)を次のよう
に定義する；

Mdet(A) :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)ak11,k12 · · · ak1j1 ,k11ak21,k22 · · · · · · akmjm ,km1

Remark 3. AがHermite四元数行列，つまりaji = āijなら

Mdet(A) ∈ R.
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Remark 4. Moore行列式は良い性質を持っており，広く応用されている．

Example 5. 以後，AはHermitian，つまりaii ∈ R, aji = āijとする．

n = 2, Mdet(A) = a11a22 − |a12|2

n = 3,

Mdet(A) = a11a22a33 + a12a23ā13 + a13ā23ā12 − |a12|2a33 − |a13|2a22 − |a23|2a11.
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Remark 6. 四元数行列A =

(
a b

c d

)
に対し，

|A|−1
11 = (a− bd−1c)−1 =

(
a− b

d̄

|d|2
c

)−1

= |d|2(|d|2a− bd̄c)−1 = |d|2 |d|2ā− c̄db̄

||d|2a− bd̄c|2
であり，

||d|2a− bd̄c|2 / |d|2 = (|d|2a− bd̄c)(|d|2ā− c̄db̄) / |d|2

= |a|2|d|2 + |b|2|c|2 − ac̄db̄− bd̄cā

=: Sdet(A)

はStudy行列式である．他の成分も同様にして，古典的に知られた次の公式を得る．

Sdet(A) ̸= 0 のとき，A−1 =
1

Sdet(A)

(
|d|2ā− c̄db̄ |b|2c̄− ābd̄
|c|2b̄− d̄cā |a|2d̄− b̄ac̄

)
Sdet(A)はn次正方行列でも定義され，次が成り立つことが知られている．[2]

・四元数行列Aが正則 ⇔ Sdet(A) ̸= 0 ・Sdet(A) = Mdet(AA∗)
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10.2 Lemma 5 の証明

A = A1 + iA2, B = B1 + iB2, Aj , Bj ∈ RN×N

のとき， (
A B
−B̄ Ā

)
=

(
A1 B1

−B1 A1

)
+ i

(
A2 B2

B2 −A2

)
≡ X + iY

とおくと，

det

(
X −Y
Y X

)
= det

(
E iE
O E

)(
X −Y
Y X

)(
E −iE
O E

)
(EはN次単位行列)

= det

(
X + iY O
Y X − iY

)
= det(X + iY ) det(X − iY )

= | det(X + iY )|2 =

∣∣∣∣det( A B
−B̄ Ā

)∣∣∣∣2
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