
齟齬を持つ時空の仮想被覆と主G束 沼津: 2017.3.6. 大森英樹

SU(2)=S3=
⨿

x∈S2 S
1
x: 普通のHopf束

S( 1
2
)=double covering group として

⨿
x∈S2 S

( 12 )
x を考えると,

これが多様体になったとすると, SU(2)の 連結 double coverということになるから, 貼合わせ

がどこかで噛合わなくなる (i.e.齟齬をきたす)筈:

齟齬をちゃんと定義したい.

{Vi}i∈I= S2の単純開被覆 単体複体と見る. 正４面体

c0(Vi)=ϕi : Vi → S( 12 ) 局所自明化 (0 cochain)Vi からの連続写像

c1(Vij)=ϕij=ϕjϕ
−1
i : Vij=Vi∩Vj → S( 12 ) ; 貼り合わせ写像

(1 cochain)Vi ∩ Vj からの連続写像

c2(Vijk)=ϕijk : Vijk=Vi∩Vj∩Vk → {±1} 齟齬の部分

(2 cochain) Vi∩Vj∩Vk からの連続写像

齟齬の部分は 2 Z2 cocycle c2(S
2, S( 12 ))となる.

c2(S
2, S( 1

2 ))=δ(c1(S
2, S( 1

2 )))だと c1(S
2, S( 1

2 ))(Vij)=ϕjϕ
−1
i だから

δ(c1)(Vijk)=ϕjϕ
−1
k (ϕiϕ

−1
k )−1ϕiϕ

−1
k =1となり齟齬が消えるので,

[c2(S
2;S(12))]̸=0 ∈ H2(S2, S(12)) Čech cohomology class

の筈でこのようなものを S( 1
2
)=SO(2)(

1
2
)として

SU ( 1
2
)(2)=

⨿
x∈S2

SO(2)
( 1
2
)

x 齟齬付き主 SO(2)(
1
2
)束と呼ぶ

あたかもSU(2)=S3の double covering groupのように見える局所 Lie 群の集ま

り. 群もどきとも呼ぶ.
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√
1=1(12 )として

SU ( 12 )(2)=
⨿
x∈S3

1
( 12 )
x ∃closed path x(t) s.t. 1x(1)=−1x(0)

としてみる.
これが多様体になったとすると, SU(2)=S3の連結な double coverということ
になるから, 貼合わせがどこかで齟齬をきたす筈:

∀ℓ∈Ω(S3)に対し
⨿

x∈ℓ 1
( 1
2
)

x は１周で±が出るので, それを 1
( 1
2
)

ℓ と定義する.⨿
ℓ∈Ω(S3)

1
(12)

ℓ , Ω(S3)上の1(12)束

を考えるとここの貼合わせに齟齬が生じていている筈

[c2(Ω(S
3);1( 1

2
)(x))] ̸= 0 Čech cohomology class

となる. これを
⨿

x∈S3 1( 1
2
)(x) の Stiefel Whitney class w2と呼ぶ.

このようなものはWeyl 代数で 2次式の指数関数で作る群で普通に現れる:

Sp
( 1
2
)

C (m)=
⨿

x∈Sp(m;C)

1
( 1
2
)

x (単連結でない局所群の集まり)

S3の部分を一般の単連結多様体M として

M ( 1
2
)=

⨿
x∈M

1
( 1
2
)

x ∃closed path x(t) s.t. 1x(1)=−1x(0)

で
[c2(Ω(M);1( 1

2
)(x))] ̸= 0, i.e. w2(M ;1( 1

2
)(x)) ̸=0

となるものを virtual double covering space of M(齟齬付き double cover と呼ぶ)

話を時空の方へもっていく:
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時空= SO(1,3)
SO(1,1)×SO(2) ≈

SL(2,C)
SO(2,C)≈R2×S2 Lorentz 多様体

≈ {au2+bv2+2cuv; ab−c2=1, a, b, c∈C}

≈ {2e 1
ℏ (au

2+bv2+2cuv); ab−c2=1, a, b, c∈C}

≈真空の全体: ϖ(xxx)∗0ϖ(xxx)=ϖ(xxx); ∃(αu+βv)∗0ϖ(xxx)=0

≈M0=:V :0 記号だけ

命題 1 :V :0の各点にWeyl代数が付いていてWeyl代数束ができて

いる.

iii0=
1
iℏ2u◦v;均質空間の原点, 2eiii0∗ =2e

1
iℏ2u◦v
∗ ∈:V :0

Tiii0M0=Riii0 ⊕ RiS2=L1+3(iii0) Minkowski空間

S2={α(u2+v2)+iβ(u2−v2)+2iγu◦v;α, β, γ∈R;α2+β2+γ2=1}

RiS2を空間部分と呼ぶ.

命題 2 :eitS
2

∗ :iK∼=SU (12)(2), ε00=e
π
2 iS

2

∗ , :ε200:iK=−1

e e
slit

slit 面から裏へ潜込む

u1

etX∗

−1 u−ε00=−e
π
2 iS

2

∗ これは奇妙な元である

表裏のシートとして SU(2)

が２枚現れる

ε00

裏側のシート
これは普通は意識されない

slit

e
π
4 iS

2

∗

(図 1)

分岐特異点を扱うので２枚のシートを用意しなければならないのだが, 指

数関数の原点に 0+と 0−とを用意しなければならないことになる.
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K表示で見ると

e
it
iℏ (ũ

2−ṽ2)
∗

1= 北極
ε00= 南極

Ẽ2
∗= 赤道面

e
it
iℏ ũ◦ṽ
∗

ẽ′0

v特異点

S3 ≈ SU(2)

ẽ

Clifford環とか行列を使う普通の構成では ε00 の部分は −1と

なっていて, SU( 1
2
)(2) のようなものは現れない

命題 3 時空M0の各点に ε00(xxx)が付いているのだが

(ε00(xxx))
2=−1, ε00(xxx)=

4
√
1=1(14 )

であるが符号は定まらない２価の元なので齟齬付きの iε00束,⨿
x∈M0

iε00(xxx),

になっていてこれの定める cohomology類 [c2(Ω(M0); iε00(xxx))] ̸= 0

のH2(Ω(M0),1
( 12 ))=H2(Ω(M0);Z2)の元である.

:± iε00(xxx):iK がM0上の粒子的存在のように見える.(名前を付けたい！鵺粒子？？)

1̂(x)=
1

2
(1+iε00(x)), 1̌(x)=

1

2
(1−iε00(x))

1=1̂(x)+1̌(x), 1̂(x)∗1̌(x)=0

ε00(x)=ε00(x)∗1̂(x)⊞ ε00(x)∗1̌(x)

区別できないから並べて扱う
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(ε00(x)∗1̂(x))2=−1̂(x), (ε00(x)∗1̌(x))2=−1̌(x),

それぞれ複素数体Cx, Cxと同型な体となる.

　このことを ∀x∈Aにあてはめ, xを
x=1∗x∗1=1̂∗x∗1̂+1̂∗x∗1̌+1̌∗x∗1̂+1̌∗x∗1̌

と書き, (行列ではないが)行列ふうに書く：

x=1∗x∗1=
[
1̂∗x∗1̂ 1̂∗x∗1̌
1̌∗x∗1̂ 1̌∗x∗1̌

]
(1)

x∗y=
[
1̂∗x∗1̂ 1̂∗x∗1̌
1̌∗x∗1̂ 1̌∗x∗1̌

] [
1̂∗y∗1̂ 1̂∗y∗1̌
1̌∗y∗1̂ 1̌∗y∗1̌

]
であるから, Aの元が行列として表現されてはいるが, 各成分がどの程度独立なの

かはっきりせず, 単に行列成分の重ね合わせで表示しているだけとなっている.

齟齬がある⇐⇒∃ ℓ∈Ω(M0) s.t. 1周で 1̂(x), 1̌(x)が入替わる.

ε00はWeyl代数の生成元と反交換, これを利用して 1̂(x)と 1̌(x)を入替えるこ

とができる.

以下では xは省略

ϕ=ṽ−1∗1̌=ṽ−1∗1
2
(1−iε00)=1̂∗ṽ−1

ψ=1̌∗ṽ=1

2
(1−iε00)∗ṽ=ṽ∗1̂,

(2)

と置く. 1̂∗1̌=0より ϕ2=0=ψ2であり, ψ∗ϕ=1̌, ϕ∗ψ=1̂, ϕ∗ψ+ψ∗ϕ=1となる.

特に ϕ∗ψ, ψ∗ϕ, ϕ, ψは 2×2 行列要素
[
ϕ∗ψ ϕ
ψ ψ∗ϕ

]
である.

ϕ, ψ は (ϕ−ψ)2=−1,

ε00∗ϕ=−ϕ∗ε00, ε00∗ψ=−ψ∗ε00 (3)

であり, ε200=−1 だから, (3)と合わせて

{iii, jjj, kkk}={ε00, ϕ−ψ, ε00∗(ϕ−ψ)}

M0の各点 xで 2×2行列環M2(C), 群としては SL(2,C) と同形な
ものが生成されている. Ω(M0)は連結, 単連結なので...........⨿

x∈M0
SL(2,C)xでは齟齬は消える.

ちゃんとした主束になる.
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SU(2)(
1
2 )=SO(2)(

1
4 )だからGを連結位相群 (任意)とし, G( 12 )はGの連

結２重被覆群 (群もどきでもよい)とする. G=G( 12 )/Z2

直和集合
⨿

x∈M G
( 12 )
x を考える.

ここにはG( 1
2
)が右から作用できる.

ϕi : Vi×G( 12 )→
⨿

x∈Vi
G

( 12 )
x local trivialization

貼合せ写像 : Vij=Vi∩Vj上でϕij(x)=ϕi(x)
−1ϕj(x) : Vi∩Vj→G( 12 )

ϕji(x)=ϕij(x)
−1である.

しかしVijk=Vi∩Vj∩Vk上で齟齬をきたし, ϕij(x)ϕjk(x)ϕki(x)=
√
1=1( 12 )

のようになるものを考える.

　これは Čhech 2 cocycle c2(M,G( 12 ))∈Z2(M ;G( 12 ))与える.

一方これは
⨿

x∈Gx束はできているものとして始めれば

c2(Ω(M);1( 12 ))∈H2(Ω(M);Z2)

命題 4
⨿

x∈M G
( 12 )
x に齟齬がない⇐⇒

⨿
x∈M G

( 12 )
x が主G( 12 )束

⇐⇒
⨿

x∈M Gxの構造群がG( 12 )に簡約できる.

向付できる実ベクトル束VMのときG=SO(m)として,

⨿
x∈M SO

( 12 )
x (m)に齟齬がない⇐⇒Stiefel Whitney類 [c2(VM)] = 0

⇐⇒ V に Spin(m)=SO( 12 )(m)構造が入る.
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