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0. 差分方程式と微分方程式 –1/29–

S. Pincherle 21 febbrajo 1886
Sopra una trasformazione delle equazioni differenziali lineari in equazioni lineari

alle differenze, e viceversa, R. Ist. Lomb. Sci. Lett. Rend. 19 (1886), 559–562.

The Mellin Transform of f(x) :

M(f ; s) =

∫ ∞

0

xs−1f(x) dx

The inverse Mellin transform

M−1(g;x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−sg(s) ds

f(x) は x = 0,∞ で適当なよい振る舞いを持てば

M(f ′; s) = −(s− 1)M(f ; s− 1), M(xf ; s) = M(f ; s+ 1)

特に ϑ = x
d

dx
に対して

M(ϑf ; s) = −sM(f ; s)



0.1 Mellin 変換と一般超幾何方程式 –2/29–

階乗積 (a)n = Γ(a+ n)/Γ(a) として、一般超幾何級数

y(x) = pFq

(
a1, ..., ap
b1, ..., bq

;x

)
=

∞∑
n=0

(a1)n · · · (ap)n
(b1)n · · · (bq)nn!

xn

が満たす方程式 (Goursat)：

[ϑ(ϑ+ b1 − 1) · · · (ϑ+ bq − 1)− x(ϑ+ a1) · · · (ϑ+ ap)] y = 0.

より g(s) = M(y; s) は次の一階差分方程式を満たす：

g(s+ 1) = −s(b1 − s− 1) · · · (bq − s− 1)

(a1 − s− 1) · · · (ap − s− 1)
g(s)

右辺はガンマ函数の積で表示される。
g1(s+ 1) = a1(s)g1(s), g2(s+ 1) = a2(s)g2(s) ⇒ g1(s+ 1)g2(s+ 1) = a1(s)a2(s)g1(s)g2(s).

特に 2F1の場合Barnes の積分表示

2F1(a, b; c;−x) =
Γ(c)

2πiΓ(a)Γ(b)

∫ +i∞

−i∞

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)

Γ(c+ s)
xs dt.



0.11. Mellinの超幾何函数 –3/29–

佐藤幹夫・述／青本和彦・記
概均質空間の特異軌跡と超幾何函数（1971年 6月・東大）



0.2 差分方程式 –4/29–

・Mellin 変換は微分方程式と差分方程式をつなぐ
・微分方程式と差分方程式を並行して研究することが大切

複素領域での差分方程式

y (A ◦ z) = F (z, y(z)), A ◦ z =
az + b

cz + d

A ◦ z が放物型（固定点が 1つ）か双曲型（固定点が 2つ）かで異なる

・放物型の標準系: A ◦ z = z + 1 → 加法的差分方程式

平均変化率を表し 数値解析などの近似に用いられる

・双曲型の標準系: A ◦ z = zq → 乗法的差分方程式

超幾何函数・テータ函数に近く、Ramanujan の研究もある
|q| = 1の時は楕円型 とよばれ難しい

以下、|q| < 1 として q-差分超幾何方程式を考察する



0.3 Hjalmar Mellins と q-差分方程式 –5/29–

Hjalmar Mellins (1854-1933),
Zur Theorie der Gammafunction. Acta Math. 8 (1886), 37–80.
Imprimé le 19 Fèvrier 1886.
(S. Pincherle: 21 febbrajo 1886 に引用されている）

Mellins 変換を定義したあと論文の最後に

q-差分についてはこれ以降の Mellins は特にやっていない（と思う）



1. 超幾何級数と q-超幾何級数 –6/29–

階乗積 (a)n = Γ(a+ n)/Γ(a)

一般超幾何級数 (微分の場合)

y(x) = pFq

(
a1, ..., ap
b1, ..., bq

;x

)
=

∞∑
n=0

(a1)n · · · (ap)n
(b1)n · · · (bq)nn!

xn

0) q-階乗積 (以下 0 < |q| < 1 と仮定する):

(a1, . . . , ar; q)n =
n∏

i=1

(ai; q)n, (a; q)n = (1− a)(1− qa) · · · (1− qn−1a).

1) q-超幾何級数 (q-差分の場合) 　★ aj = 0, bk = 0もありうる:

rϕs

(
a1, ..., ar
b1, ..., bs

;x

)
=

∞∑
n=0

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n(q; q)n

[
(−1)nq(

n
2)
]1+s−r

xn.

2) Theta 函数とJacobiの三重積:

θq(x) :=
∞∑

n=−∞
qn(n−1)/2xn = (q,−x,−q/x; q)∞.



2.1 1階線型 q-差分方程式 –7/29–

線型 q-差分方程式
(1st) y(qx) = (1− ax)y(x)

の解として、原点・無限遠でそれぞれべき級数展開して

y0(x) = 1/(ax; q)∞ = 1ϕ0(0;−; q, ax),

y∞(x) =
(q/ax; q)∞
θ(−ax)

=
1

θ(−ax)
0ϕ0(0;−; q,−q/ax).

Jacobi の三重積公式 θ(−ax) = (q, ax, q/ax) より, y0(x), y∞(x)の接続関係は

y∞(x) = y0(x)
1

(q; q)∞
.

一階方程式は因数分解で解けるので　 (y(qx) ∼ xy′(x) の類似と合わせて)

y(qx) = cy(x) y =
θ(x)

θ(cx)
(テータの比はべき函数に似る）

y(qx) = xy(x) y =
1

θ(x)
(テータは指数函数に似る）

と合わせて y(xq) = R(x)y(x) [R(x)は有理函数] ならいつでも解ける



2.2 q-指数函数 –8/29–

特別な 1階線型 q-差分方程式 (a = 1):

(1st) y(qx) = (1− x)y(x)

の解は

y0(x) = 1/(x; q)∞ = 1ϕ0(0;−; q, x),

y∞(x) =
(q/x; q)∞
θ(−x)

=
1

θ(−x)
0ϕ0(0;−; q,−q/x).

二つの異なる q-指数函数:

eq(x) := 1ϕ0(0;−; q, x) =
∑
n≥0

xn

(q; q)n
=

1

(x; q)∞
,

Eq(x) := 0ϕ0(−;−; q,−x) =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2

(q; q)n
xn = (−x; q)∞.

q-指数函数のみたす関係式

eq(x)Eq(−x) = 1, eq−1(x) = Eq(−qx), θq(x)eq(−x) = (q; q)∞Eq(q/x).



2.3 線型 q-差分方程式の局所理論 –9/29–

線型 q-差分方程式（aj(x) は多項式、どれか一つは aj(0) ̸= 0 ）

n∑
j=0

aj(x)u(q
jx) = 0

原点と無限遠のみが特異点になる。原点における特性方程式

an(0)λ
n + an−1(0)λ

n−1 + · · ·+ a1(0)λ+ a0(0) = 0

[確定特異点] an(0)a0(0) ̸= 0 の場合（Adams の定理）
特性方程式の解（特性根）λj, λk が共鳴条件 λj/λk ̸∈ qZをみたせば n 個の独
立な収束解をもつ（擬定数体 K = {C(x) | C(xq) = C(x)} 上独立）：

uj(x) =
θq(x)

θq(λjx)

∑
k≥0

uj,kx
k.

λj/λk ∈ qZの時は logを含む

注意：「確定特異点」はL. Fuchs による。“Singuläre Stelle der Bestimmtheit”
の和訳であり、regular singular point の訳ではなかった



2.4 q-差分方程式のNewton-Puiseux diagram –10/29–

線型 q-差分方程式の原点でのThe Newton-Puiseux diagram は

{(j, ord aj(x)) ∈ R2 | 0 ≤ j ≤ n}

の下に凸な集合を線分で結んだもの

辺： (j, ord aj(x)) and (k, ord ak(x)) (j < k) を結ぶ線分
辺の 傾き

µ =
ord ak(x)− ord aj(x)

k − j

辺の 長さ : m = k − j



2.5 Newton diagram と不確定特異点 –11/29–

以下、ある辺 sの傾きµは整数, 長さをmとする.
u = θ(x)µy(x) とおくと y が満たす q-差分方程式では sの傾きが 0になり最底
辺にくる。y が満たす q-差分方程式の特性方程式を λ の最大ベキで割った多
項式を偏特性方程式といい、その次数はmになる。

定理 (Adams)　
1) 傾きµ, 長さmの辺に対して偏特性方程式の解λjが共鳴条件を満たせば

uj(x) = θ(x)µ
θq(x)

θq(λjx)

∑
k≥0

ukx
k,

が形式解を与える。(辺ごとにm個の解が取れる)

2)辺が非整数r/s (s > 0) (ramified)のときは解はx1/sの形式的ベキ級数になる

3) これらの形式解のうち (0, ord a0(x))を含む辺に対応する解は収束する。

定義
q-差分方程式の Newton図形が辺を一つしか持たない時、x = 0を確定特異点と
いう. x = ∞ では ord aj(x) の代わりに deg aj(x) を取り、上凸胞を考える。

Remark. 1階の q-差分方程式は原点、無限遠とも確定特異点.



3. 接続問題 –12/29–

多項式を係数にもつn階 q-差分方程式

n∑
j=0

aj(x)u(q
jx) = 0

は原点と無限遠でAdamsの意味で基本解をもつ：
y0(x) = (y

(1)
0 (x), ..., y

(n)
0 (x)): local solutions around x = 0

y∞(x) = (y
(1)
∞ (x), ..., y

(n)
∞ (x)): local solutions around x = 0

基本解の組に対して n× n の 接続行列 が定まる

y∞(x) = y0(x)P (x).

Remark.
P (x) の行列要素は擬定数 Pij(xq) = Pij(x) になるだけではなくAdamsの解は
一価なので Pij(xe

2πi) = Pij(x) を満たし楕円函数になる.

Remark. q = e2πiτ として楕円曲線の同型対応

exp(2πi∗) : C/Z+ Zτ −→ C×/qZ



3.1 2ϕ1 (a, b; c;x) の接続行列 –13/29–

Heine の超幾何級数 2ϕ1(a, b; c;x):

(c− abqx)u(xq2)− [c+ q − (a+ b)qx]u(qx) + q(1− x)u(x) = 0.

原点での局所解 :

u1 = 2ϕ1 (a, b; c;x) ,

u2 =
θ(−x)

θ(−qx/c)
2ϕ1

(
qa/c, qb/c; q2/c;x

)
.

無限遠での局所解 :

v1 =
θ(−ax)

θ(−x)
2ϕ1 (a, aq/c; aq/b; cq/abx) , v2 = (a ↔ b).

定理 (Thomae, Watson) 　 2ϕ1 の接続公式:

u1 =
(b, c/a; q)∞
(c, b/a; q)∞

v1 +
(a, c/b; q)∞
(c, a/b; q)∞

v2,

u2 =
(qb/c, q/a; q)∞
(q2/c, b/a; q)∞

θ(−qax/c)θ(−x)

θ(−qx/c)θ(−ax)
v1 +

(qa/c, q/b; q)∞
(q2/c, a/b; q)∞

θ(−qbx/c)θ(−x)

θ(−qx/c)θ(−bx)
v2.



3.2 2ϕ1 の接続公式の証明 –14/29–

Barnes の公式の q-類似 (p.16)で A = C = 2, B = D = 1 として、さらに

a1 = c, a2 = q/z; b1 = z; c1 = a, c2 = b; d1 = 1

P (t) =
(ct, qt/z, z/t; q)∞
(at, bt, 1/t; q)∞

1) t = 0の周りの積分：∫
K

P (t) dt =
(c, q/z, z; q)∞
(q, a, b; q)∞

×
∞∑
n=0

(a, b, q/z; q)n
(q, c, b/a; q)n

zn

=
(c, q/z, z; q)∞
(q, a, b; q)∞

2ϕ1(a, b; c; q, z)

2) t = ∞の周りの積分：∫
K

P (t) dt =
(az, c/a, q/az; q)∞

(q, a, b/a; q)∞
×

∞∑
n=0

(a, qa/c, az; q)n
(q, az, qa/b; q)n

( cq

abz

)n

+ (a ↔ b).



3.3. 超幾何級数の積分表示 –15/29–

2F1(a, b; c;−x) =
Γ(c)

2πiΓ(a)Γ(b)

∫ +i∞

−i∞

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)

Γ(c+ s)
xs dt.

q-差分の場合、Γ(s) を Γq(s) に変える (Watson,1910)と複雑



3.4. Barnes 積分の q-類似 –16/29–

積分 ∫
|z|=ε

(a1z, a2z, ..., aAz, b1/z, ..., bB/z; q)∞
(c1z, c2z, ..., cCz, d1/z, ..., dD/z; q)∞

dz

を考える。積分路は原点を正の向きに一周回り、極の位置は

z = 1/cjq
k (j = 1, 2, ..., C; k ∈ Z≧0), z = dlq

m (l = 1, 2, ..., D;m ∈ Z≧0)

なので、1/cjq
k が積分路の外に、dlq

m が積分路の中に全て入るようにする。

æ

æ
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3.5. Lucy Joan Slater 1922 – 2008 –17/29–



4. q-超幾何方程式 –18/29–

q-超幾何級数 y(x) = rφs(a1, ..., ar; b1, ..., bs; q, x)はGoursat方程式のq-類似を
みたす:

[xPr(σ)−Qs(σ)]y(x) = 0.

σ: q-差分作用素 σy(x) = y(xq).
Pr(σ): σの多項式, 次数 ≦ r
Qs(σ): σの多項式, 次数 ≦ s+ 1.

もし µ = s+ 1− r ≧ 0ならば

Pr(σ) = (−σ)µ
r∏

j=1

(1− ajσ), Qs(σ) = (1− σ)
s∏

j=1

(1− bj
q
σ).

Goursat方程式の q-類似の階数は s+ 1. もし

b1b2 · · · bs ̸= 0,

x = 0 は確定特異点.



4.1 超幾何函数の退化図式 –19/29–

Gauss
(1+1+1)

Kummer
(1+2)

Bessel
(1+3/2)

Weber
(3)

Airy
(5/2)

- ����*

HHHHj ����*

HHHHj

(r) = Poincaré rank +1

Gauss

2F1

(
a, b
c

)
Kummer

1F1

(
a
c

)
2F0

(
a, b
−
)

Weber

1F1

(
a
1/2

) Bessel

0F1

(−
c

)
1F0

(
a
−;x

)
= (1− x)−a

Airy

0F1

( −
2/3

)
First Order

0F0

(
−
−;x

)
= exp x



4.2 q-超幾何函数の退化図式 –20/29–

2階 q-超幾何方程式の分類

(a2 + b2x)u(xq
2) + (a1 + b1x)u(xq) + (a0 + b0x)u(x) = 0

a0 a1 a2

b0 b1 b2 s s ss s s
(1)

s s ss s c
c
cc

(2)

s s sc c s
!!!!!

(3-1)

s s sc s c
#
##c

cc

(3-2)

c s ss s c
c
cc

c
cc

(3-3)

s c sc s c
#
##c

cc

(4-1)

c s ss c c
c
cc

aaaaa

(4-2)

退化図式

2ϕ1(a, b; c; z) 1ϕ1(a; c; z)

1ϕ1(a; 0; z)

J
(3)
ν

J
(1)
ν

q-Airy

Ramanujan
- �

��3

-

-

Q
QQs ��*

PPPPq



4.3 2階差分方程式を満たす q-超幾何級数 –21/29–

2ϕ1(a, b; c; z) q-confluent

1ϕ1(a; 0; z)

J
(3)
ν

J
(1)
ν , J

(2)
ν

q-Airy

Ramanujan
- �

��3

-

-

Q
QQs ��*

PPPq

Heine

2ϕ1

(
a b
c

)
2ϕ1

(
a 0
c

)
1ϕ1

(
a
c

)
2ϕ1

(
a b
0

)
2ϕ0

(
a b
−
)

∼

1ϕ0

(
a
−
)

q-binomial

2ϕ1

(
0 0
c

)
0ϕ1

(−
c

)
1ϕ1

(
0
c

)
1ϕ1

(
a
0

)
2ϕ0

(
a 0
−
)

∼
∪

1ϕ0

(
0
−
)

expq

0ϕ0

(−
−
)

Expq

1ϕ1

(
0
−q

)
0ϕ1

(−
0

)
2ϕ0

(
0 0
−
)

q-confluent

q-Hermite

q-Airy Ramanujan

First order Jackson(1) Jackson(2) Hahn-Exton

divergent



4.4 q-合流超幾何方程式 –22/29–

q-合流超幾何方程式: x = 0 が不確定特異点

(1− abqx)u(q2x)− {1− (a+ b)qx}u(qx)− qxu(x) = 0.

原点での局所解 :

u1(x) = 2ϕ0(a, b;−; q, x), u2(x) =
(abx; q)∞
θ(−qx)

2ϕ1 (q/a, q/b; 0; q, abx)

無限遠での局所解 :

v1(λ, x) =
θ (qax/λ)

θ (qx/λ)
2ϕ1 (a, 0; aq/b; q, q/abx) , v2(λ, x) = (a ↔ b)

u1(x) は発散級数になるので、
1)ある領域（Stokes 領域）での正則函数としての意味づけ（総和法）が必要
2) Stokes 領域が異なる場合は総和の仕方が異なる（Stokes 現象）

q-差分方程式の Stokes 現象は微分の場合と様相が異なる



5 Stokes 現象と q-Stokes 現象 –23/29–

t > 0 で定義された函数 f(t) のラプラス変換L{f}(s)を次で定める：

L{f}(s) =
∫ ∞

0

e−stf(t) dt

ラプラス変換の例：

L{ta}(s) = Γ(a+ 1)

sa+1
, Re a > −1.

Kummer の合流型超幾何方程式 (Euler)

z
d2y

dz2
+ (c− z)

dy

dz
− ay = 0

・原点での解 y = 1F1(a, c; z)
・無限遠での解 y = z−a

2F0(a, 1 + a− c;−1/z): 発散

発散級数にどう意味をつけるか？
Euler, Abel, Poincaré, Stokes, E. Borel, ...



5.1 Borel 変換 –24/29–

ラプラス変換 L{ta}(s) = Γ(a+ 1)

sa+1
の逆：Borel 変換

B
(∑

cnz
−a−n

)
=

∑
cn

ta+n−1

Γ(a+ n)

Kummer の合流超幾何の場合

B
(
z−a

2F0(a, 1 + a− c;−1/z)
)
=

∞∑
n=0

(−1)n
(a)n(1 + a− c)n

n!

ta+n−1

Γ(a+ n)

=
1

Γ(a)

∞∑
n=0

(−1)n
(1 + a− c)n

n!
ta+n−1

=
1

Γ(a)
ta−1(1 + t)1+a−c

したがって, 発散級数 2F0 を Borel-Laplace 変換で意味づけできる：

z−a
2F0(a, 1 + a− c;−1/z) ∼ 1

Γ(a)

∫
C

e−ztta−1(1 + t)1+a−c dt

積分路Cの取り方で意味づけが異なり、Stokes 領域は角領域になる



5.2 q-Borel 変換 [Ramis, Zhang] –25/29–

形式ベキ級数 f(x) =
∑

n≥0 anx
n ∈ C[[x]]に対する q-Borel 変換B±

q :(
B±
q f

)
(ξ) :=

∑
n≥0

anq
±n(n−1)

2 ξn.

λ ∈ C∗ \ qZとして q-Laplace 変換 L+
q,λ(

L+
q,λϕ

)
(x) :=

1

1− q

∫ λ∞

0

ϕ(ξ)

θq (ξ/x)

dqξ

ξ
=

∑
n∈Z

ϕ(λqn)

θq (λqn/x)
.

収束級数 f(x) ∈ C{x}に対しては L+
q,λはB+

q の逆になる：

L+
q,λ ◦ B

+
q f = f.

この q-Borel-Laplace 変換 を用いて q-差分方程式の解に現れる発散 q-級数を
意味づけできる.
一般には、L+

q,λ ◦ B+
q f は x = −λqZ に極を持つ.

発散 q-級数の q-Stokes 領域は C \ −λqZになる



5.3 q-合流超幾何方程式の接続公式 [C. Zhang] –26/29–

発散級数解 u1 = 2ϕ0(a, b;−; q, x) =
∞∑
n=0

(a, b; q)n
(q; q)n

[
(−1)nqn(n−1)/2

]
xn

1. B+
q (2ϕ0(a, b;−; q, x)) = 2ϕ1(a, b; 0; q,−ξ)

2. c → 0の場合も 2ϕ1のThomae-Watsonの接続公式は生きる：

B+
q u1(ξ) = 2ϕ1(a, b; 0; q,−ξ) =

=
(b; q)∞

(b/a; q)∞

θ(aξ)

θ(ξ)
1ϕ1(a;

aq

b
; q,−q2

bξ
) +

(a; q)∞
(a/b; q)∞

θ(bξ)

θ(ξ)
1ϕ1(b;

bq

a
; q,− q2

aξ
).

3. u1の意味づけ：2f0(a, b;λ, q, x) := L+
q,λ ◦ B+

q (2ϕ1(a, b;−; q, x))

2f0(a, b;λ, q, x) =
(b; q)∞

(b/a; q)∞

θ(aλ)

θ(λ)

θ (qax/λ)

θ (qx/λ)
2ϕ1

(
a, 0;

aq

b
; q,

q

abx

)
+

(a; q)∞
(a/b; q)∞

θ(bλ)

θ(λ)

θ (qbx/λ)

θ (qx/λ)
2ϕ1

(
b, 0;

bq

a
; q,

q

abx

)
.

Remark
q-Borel 変換 B+

q は q-超幾何級数を別の収束のよい q-超幾何級数にうつす



5.4 q-合流超幾何方程式の接続問題 –27/29–

原点での局所解 :

u1(x) = 2ϕ0(a, b;−; q, x), u2(x) =
(abx; q)∞
θ(−qx)

2ϕ1 (q/a, q/b; 0; q, abx)

無限遠での局所解 :

v1(λ, x) =
θ (qax/λ)

θ (qx/λ)
2ϕ1 (a, 0; aq/b; q, q/abx) , v2(λ, x) = (a ↔ b)

Slater の公式

1ϕ1 (a; c; q, x) = (ax/c; q)∞2ϕ1 (c/a, 0; c; q, ax/c) ,

より、前頁 2のThomae-Watson の接続公式 (c = 0) はu2 の接続公式を導く



6.1 接続公式を求める戦略 –28/29–

q-差分方程式を次の２つの変換で変形していく:

Lemma 1. (1) q-Borel 変換 B±
q は次の関係式を満たす

B±
q (t

mσn
q f) = q±m(m−1)/2τmσn±m

q B±
q (f).

(2) theta 函数 によるゲージ変換は次の関係式を満たす :

xmσn
q

[
θ(cx)±1f(x)

]
= c∓nq∓n(n−1)/2xm∓nθ(cx)±1σn

q f(x).

c s s ss s s s
Q

QQ
→ s s s sc s s s

�
��

�
��

�
��

�
��

�
��

→ ss
ss

ss
scQ

QQ



Summary –29/29–

1.線型 q-差分方程式の「不確定特異点」を現代的に定義し直した

2. 線型 q-差分方程式の「不確定特異点」では必ず収束級数解を一つは持つ
（Adams）

3. 発散級数解は多重 q-Borel 変換で意味づけできる（Dreyfus, 2014)

4. 2階の q-超幾何方程式 は q-Borel-Laplace 変換で全て接続公式が求まる.
3階以上でもほぼできている.

5. 高階 q-超幾何方程式の接続係数を求めるには ramifiedの場合の議論が必要
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