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三位一体

対称性（群）　

↙ ↘

図形（幾何）　 ←→ 式（方程式）



Lie代数　

↙ ↘

内在幾何　 ←→ 非線形微分方程式

Lie代数表現　

↙ ↘

外在幾何　 ←→ 線形微分方程式



• φ : M −→ N = L/L0 Kleinの立場
M が接触多様体のとき？

外在幾何におけるツイスター理論とは？

• φ1 : M1 −→ L/L0 ∼ φ2 : M2 −→ L/L0

⇐⇒
M1 −−−−−→

φ1
L/L0

∃h:diffeo
y y∃Λa(a∈L)

M2 −−−−−→
φ2

L/L0

　 局所同値問題？ 不変量？



外在幾何←→線形微分方程式 (従来のもの)

◦ Grassmann多様体(射影空間)へのうめこみか
ら，線形微分方程式へ

φ : Mn −→ Gr(m,V ∗) given

· φ∗E E ⊃ EW = W ∗(⊂ V )y y
M −−−−−→ Gr(m,V ∗) ∋ W (⊂ V ∗)

V −→ S = ι(V ) ⊂ Γ(φ∗E) ⊂ Γ(E)

α 7−→ α(W ) = α|W V をE,φ∗Eのsection



· σ ∈ Γ(E)から，jkx(σ) ∈ Jk(E) (x ∈ M)

jkx : S = ι(V ) −→ Rk
x ⊂ Jk(φ∗E)

十分大きなkで単射

· R = Rk =
∪

x∈M Rk
x ⊂ Jk(E)

↓
M

有限型，積分可能な線形微分方程式

解空間はS ∼= V



◦ 線形微分方程式から，Grassmann多様体(射影
空間)へのうめこみへ

R ⊂ Jk(E) given

↓
M s.t. E −→ M rk= m, sectionは未知関数の空間

· S = Sol(R) ∼= V : Rの解空間，有限次元vector空間
· Sx = Sol(R)x = {σ ∈ Sol(R)|σ(x) = 0}

0 → Sol(R)x → Sol(R) → Ex → 0 (exact)
m = dimEx = codimSol(R)x (x ∈ M)

· φ : M −→ Gr(m,V ∗) Grassmann多様体へのうめこみ

x 7→ Ex = (Sol(R)x)
⊥



Examples

• Veroneseうめこみ 対称積
U = R2, V = SkU = Rk+1, P (U) = P1, Gr(1, V ) = Pk

φ : M = P 1 −→ Pk
(t) 7→ [1, t, · · · , tk]

↕

y(k+1)(t) = 0 y : φ∗Eのsection

• Segreうめこみ テンソル積
U = R2, V = U ⊗ U = R4, P (U) × P (U) = P1 × P1,

Gr(1, V ) = P3

φ : M = P 1 × P 1 −→ P 3
(t, s) 7→ [1, t, s, ts]

↕{
uxx = 0

uyy = 0
u : φ∗Eのsection



• Plückerうめこみ 交代積
U = R4, V =

∧2 U = R6, Gr(1, V ) = P5

φ : M = Gr(2, U) −→ P 5(
1 0 x y
0 1 z w

)
7→

[

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 x
0 z

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 y
0 w

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣0 x
1 z

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣0 y
1 w

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣x y
z w

∣∣∣∣]
= [1, z, w,−x,−y, xw − yz]

↕
uxx = uyy = uzz = uww = 0

uxy = uxz = uyw = uzw = 0

uxw − uyz = 0



⊙ 随伴うめこみ
U = R3, V = sl(3) = R8, P (U) = P2, Gr(1, V ) = P7

φ : M3 = P (T∗P 2) −→ P 7

接触多様体 with bi-Lagrangian SL(3)の随伴表現の最高ウエイト軌道
↕{

X
2
u = 0

Y
2
u = 0

[X, Y ] = Z, X = ∂
∂x
− 1

2
y ∂

∂z
, Y = ∂

∂y
+ 1

2
x ∂

∂z



準備 1. 次数つき表現

(1) (g, V ) : gのV への次数つき表現
• g =

⊕
p∈Z gp : 次数つきLie代数

i) dim g− < ∞ (g− =
⊕

p<0 gp)

ii) [gp, gq ] ⊂ gp+q

• V =
⊕

q∈Z Vq : 次数つきベクトル空間
i) dimVq < ∞
ii) ∃k−1(max) s.t. Vq = 0 (q < k−1)

• ρ : g −→ gl(V ) : gのV への表現
i) ρ(gp)Vq ⊂ Vp+q

ii) ∃k0(min) s.t. ρ(g−)vj = 0 ⇒
vj = 0 (k0 < j) (vj ∈ Vj)



· g = g−µ ⊕ · · · ⊕ g−1 ⊕ g0 ⊕ g1 ⊕ · · · ⊕ gµ

↕ ∥ ∥
G g− g0 ↔ G0

M = G/G0 旗多様体 —独立変数
g−1 ⇝ D ⊂ TM G-不変分布

g0 ⇝ G0 G0構造

· V = Vk−1
⊕ · · · ⊕ Vk0

⊕ Vk0+1 ⊕ · · · ⊕ Vk1

⊕ Vk1+1 ⊕ · · · ⊕ Vk2

解空間 = 未知関数 +シンボル + 延長

· g

 0 1 2
−1 0 1
−2 −1 0

 ↷ V

 2
1
0


消滅 生成 励起–微分 真空–未知関数



(2) 次数つきLie代数コホモロジー Hp
r (g−, V )

• · · · → Hom(
∧p−1 g−, V )r → Hom(

∧p g−, V )r →

Hom(
∧p+1 g−, V )r → · · ·

α(ga1 ∧· · ·∧gap ) = Va1+···ap+r (a1, · · · , ap < 0)

∂α(X1, · · · , Xp+1) =∑
(−1)i−1ρ(Xi)α(X1, · · · , X̌i, · · · , Xp+1) +∑
(−1)i+jα([Xi,Xj ], X1, · · · , X̌i, · · · , X̌j , · · · , Xp+1)

· Hp
r (g−, V ), Hp(g−, V ) =

⊕
r H

p
r (g−, V )

• 0→ Vr → Hom(g−, V )r → Hom(
∧2 g−, V )r → · · ·

∂α(X) = ρ(X)α (α ∈ Vr)
∂α(X1, X2) = ρ(X1)α(X2) − ρ(X2)α(X1)

−α([X1, X2]) (α ∈ Hom(g−, V )r)

· H0
r (g−, V ) = 0 r > k0

· H1
r (g−, V ) = 0 r > k1



H1(g−, V ) =
⊕

r H1
r (g−, V )

微分方程式系のシンボルの定義方程式を与える！

(3) Kostantの定理

Hi(g−, V (λ)) =⊕
w∈W0,l(w)=i V

g0 (w(λ − ρ) + ρ)

V (λ) : 最低ウエイトλのgの既約表現

W0 = {w ∈ W |w(∆−) ∩∆+ ⊂ ∆(g−)}

ρ = 1
2

∑
α∈∆+

α

V g0 (w(λ − ρ) + ρ) : 最低ウエイトw(λ − ρ) + ρ の既約
g0-module

ex. H1(g−, ĝ⊥), H2(g−, g)



準備 2. フィルターつき多様体

1) (M, f) : (接)フィルターつき多様体 (分布列)

⇐⇒ i) f = {fp}p∈Z≤0
, fp ⊂ TM

ii) TM = f−µ ⊃ · · · ⊃ fp ⊃ fp+1 ⊃ · · ·
⊃ f−1 ⊃ f0 = 0

iii) [fp, fq ] ⊂ fp+q

2) grfx :=
⊕

p<0 grpfx, grpfx := fpx/f
p+1
x

x ∈ Mでのシンボル代数
[grpfx, grqfx] ⊂ grp+qfx

べき零次数つきLie代数
3) · (自明) TM = f−1 ⊃ f0 = 0 可換Lie代数

· (接触構造) TM = f−2 ⊃ f−1 ⊃ f0 = 0 Heisenberg Lie代数



準備 3. 旗多様体

1) V : ベクトル空間
ϕ = {ϕ}q∈Z :　V のfiltration

V のsubsp.のdescending: V ⊃ · · · ⊃ ϕq ⊃ ϕq+1 ⊃ · · ·
Flag(V ) = {ϕ = {ϕq}}
Flag(V, ϕ) = {φ|φ ∼ ϕ} = GL(V )/ϕ0GL(V )

∃a ∈ GL(V ) s.t. φ = aϕ ϕのGL(V )-orbit

2) ϕpGL(V ) (p ≥ 0) pだけシフト

GL(V ) ⊃ ϕ0GL(V ) ⊃ ϕ1GL(V ) ⊃ · · ·
ϕpgl(V ) := {A ∈ gl(V )|Aϕq ⊂ ϕq+p (∀q)}
[ϕpgl(V ), ϕqgl(V )] ⊂ ϕp+qgl(V )

L ⊂ GL(V ), Lとして例えば，GL(V ), SL(V ), O(V, κ)をとる
l ⊂ gl(V ), lp := l ∩ ϕpgl(V )

3) φ = φ(x) = {φq(x)} M × V ⊃ {φq(x)} 7→ x ∈ M



⊚ 外在幾何，線形微分方程式のカテゴリー
◦ Def.1.1 L/L0外在幾何のカテゴリー

Def.1.2 type (g−, V ;L)をもつ

◦ Def.2.1 L/L0線形微分方程式のカテゴリー
Def.2.2 type (g−, V ;L)をもつ

◦ Def.3 Cartan bundle (P, ω) with
type (g−, V ;L)

⊙ Thm ３つのカテゴリーの同型性
Thms 不変量, rigidity



◦ Def.1.1 L/L0外在幾何のカテゴリー� �
· object: φ : (M, f) −→ L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)

osculating fpφq ⊂ φp+q (∀p, q)
· isomorphism:

(M, f)
φ−−−−−−→ L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)

h:diffeo

y yΛa(a∈L)

(M ′, f′) −−−−−−→
φ′

L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)� �



grfx × grqφx −→ grp+qφx grφx = φ
q
x/φ

q+1
x

x ∈ Mでのφのシンボルという

Def.1.2� �
L/L0外在幾何 φ : (M, f) −→ L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)が
type (g−, V ;L)である　

⇐⇒

g− × V −−−−−−−→ V

β×α
y yα

grfx × grφx −−−−−−−→ grφx� �
β : g− → grfx, φx = aϕ, α = gra : grV = V → grφx
すべてのx ∈ Mで成り立つとき，定シンボル(g−, V ;L)をもつという



◦ Def.2.1 L/L0線形微分方程式のカテゴリー� �
· object: ((M, f), R = {Rq},∇)

R = {Rq} : L0-filtered vector bdle
over (M, f)

∇ : flat L-connection on R
∇fpR

q ⊂ Rp+q (∀p, q)
∃PyL0

M

L0-principal bdle s.t. Rq = P ×
L0 V q

P̂ = P ×
L0 L ⇝ ∃ω : P̂ のflat connection s.t. ∇はω

から induceされる (R = P ×
L0 V = P̂ ×Lo V )� �



� �
· isomorphism:

P̂
F̂−−−−−−−→ P̂ ′y∪ y∪

P
F−−−−−−−→ P ′y y

(M, f) −−−−−−−→
f

(M′, f′)� �
F̂∗H = H′ ωによる水平空間
involutive system i.e. compatibility and regularity conditionがいえる



Def.2.2� �
L/L0線形微分方程式 ((M, f), R = {Rq},∇)が
type (g−, V ;L)である　

⇐⇒

g− × V −−−−−−−→ V

β×grz
y ygrz

grfx × grRx −−−−−−−→ grRx� �
z ∈ P に対して，z : (V, ϕ) → (R, {Rq}), grz : V → grR
すべてのx ∈ Mで成り立つとき，定シンボル(g−, V ;L)をもつという



◦ Def.3� �
Cartan bundle (P, ω)がtype (g−, V ;L)である

⇐⇒

PyĜ0

(M, f)

ω : T·P −→ l l-値 1-form

� �
• R∗aω = Ad(a−1)ω (a ∈ Ĝ0)

• ω(Ã) = A (A ∈ ĝ0)

• dω + 1
2
[ω, ω] = 0



• ω = ωI + ωII とすると， (g-不変分解: l = ĝ ⊕ ĝ⊥)
ωI = Projĝω, ωII = Proj

ĝ⊥ω

ωI : TzP −→ ĝ (∀z ∈ P ) P上のCartan接続

• ωII = χωI とおくと， (χ =
ωII
ωI

cf. K =
detII
detI

)

χ : P −→ Hom(g−, ĝ
⊥) P上のstructure function

∂
∗
χ = 0

∂χk = Ψk(χl(l < k)とその微分) (χ =
∑
k≥1

χk)

特に，Ψ1 = 0, よってH1
1 = 0

(P, ω) ∼ (P ′, ω′) ⇐⇒ ∃F : P −→ P ′ バンドル
同型 s.t. F∗ω′ = ω



Remark:
g = ⊕pgp ⊂ l = ⊕plp ⊂ gl(V ) = ⊕pglp(V )

ĝ := Prol(g−, l) = Prol(g−) ∩ l = g ⊕ z0 (lのcenter)

ĝ0 = ⊕p≥0ĝp ↔ Ĝ0

⋆ Structure Equation
dω + 1

2
[ω, ω] = 0 (ω = ωI + ωII )

⇒


ĝ :dωI +

1

2
[ωI, ωI ] +

1

2
[ωII , ωII ]I = 0

ĝ
⊥

:dωII + [ωI, ωII ] +
1

2
[ωII , ωII ]II = 0

(ωII = χωI, ω=(ωI )−, (ωII )− = 0)

⇒ · K(ω−, ω−) = −[χω−, χω−]I cf. Gaussの驚異定理

·


∂χ = Ψ

∂χl = Ψl(χi(i < l), Djχk(k < l)) (∂
∗
χl = 0)



⊙ Thm

３つのカテゴリーの同型性� �
次は関手的に１対１である:

(i) Cartan bundle (P, ω) over (M, f) of type (g−, V ;L)

⇐⇒ (ii) type (g−, V ;L)をもつL/L0外在幾何

φ : (M, f) −→ L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)

⇐⇒ (iii) type (g−, V ;L)をもつL/L0線形微分方程式

((M, f), R = {Rq},∇)� �
(i) ⇔ (ii): moving frame, reduction

(i) ⇔ (iii): dη + ωη = 0 on 表現束 P ×
Ĝ0

V , ηはP 上のV -値 ft.

(ii) ⇔ (iii): 微分積分の基本定理 (→ 微分，← 積分) (cf. 双対性)



Thm
構造関数χ =

∑
k≥1 χk : P −→ Hom(g−, ĝ⊥)k は，

(P, ω)の完全不変量である
調和部分Hχは，基本不変量である

Thm
χ ≡ 0⇒ rigid i.e. φ : (M, f) −→ L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)

∼ φG : G/G0 −→ L/L0 ⊂ Flag(V, ϕ)

特に，H1
+(g−, ĝ⊥) = 0⇒ χ = 0, rigid H1

+は基本不変量

いつH1
+ = 0となるだろうか

Thm
H1

+(g−, V ) = 0 ただし，以下の旗多様体は除く

· (Al,Σ), Σ = {α1}, {αl}, {α1, αl} (l ≥ 1)

· (B2,Σ), Σ = {α1}, {α2}



(Bl,Σ), Σ = {α1} (l ≥ 3)

· (Cl,Σ), Σ = {α1} (l ≥ 3)

· (D4,Σ), Σ = {α1}, {α2}, {α4}
(Dl,Σ), Σ = {α1} (l ≥ 5)

⋆ flexibleでありうる構造：
第１種—射影構造，共形構造
第２種—非基本ウエイト型接触構造

A型(Lagrange)接触構造, C型(射影)接触構造


