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1

1. Classical Hamiltonian:

H(q, p) =
1

2m

∑
p2

i +V (q), (q, p) ∈ T ∗M = R2n , M = Rn.

2. 対応する Schrödingier 作用素:

Ĥ = − h/2

2m
∆ + V · .

3. WKB Ansatz

(Ĥ − E)ϕ = 0 の定常状態解をh/ で級数展開した

ϕ = eiS/h/ a , a ∼
∞∑

k=0

ak h/k , a0 = 1.

の形で探す方法．

S : M −→ R: Phase function, ak: amplitude.

eiS/h/
∑k ak h/k : 第 (k+1)近似解．
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Hamilton-Jacobi 方程式 S : M −→ R が

Hamilton-Jacobi equation

H ◦ dS =
‖∇S‖2

2m
+ V (q) = E

を満たすなら、　第1近似解; (Ĥ −E)ϕ = O(h/)が

ϕ = expiS/h/ ∼ 1 + iS/h/ + · · ·

　で与えられる．

Proof

∂

∂xj
eiS/h/ =

i

h/

∂S

∂xj
eiS/h/,

∂2

∂x2
j

eiS/h/ =

(
i

h/

∂2S

∂x2
j

− 1

h/2
(
∂S

∂xj
)2

)
eiS/h/,

(Ĥ − E)ϕ =

[
‖∇S‖2

2m
+ V (q) − E − ih/

2m
∆S

]
expiS/h/ .
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2 Hamilton-Jacobi equation の幾何 .

L
def.
= image dS = {(q, p) ∈ T ∗M ; pi =

∂S

∂qi
} .

n-dimensional submanifold of T ∗M .

1. Hamilton-Jacobi equation: H ◦ dS = E よりL は

H−1(E) ⊂ T ∗M. の n-dimensional submanifold ．

2. ω =
∑

dpi ∧ dqi: symplectic form on T ∗M .

ω|L = d(
∑

pidqi ) = d(
∑ ∂S

∂qi
dqi ) = d(dS) = 0

よりL は Lagrangian submanifold.

3. π : T ∗M −→ M により L ' M : diffeomorphism.

4. The canonical 1-form θ =
∑

pidqi on T ∗M induces

the 1-form i∗θ = d(S ◦ πL) on L; θ|L =
∑

∂S
∂qi

dqi.
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Hamilton-Jacobi Theorem

T ∗M 上の関数 H の Lagrangian submanifold L　への

制限が locally constant であることの必要十分条件は

　その Hamiltonian vector field XH が L　に接してい

ることである.

dH = ω(·, XH) , XH(w) ∈ TwL , ∀w ∈ L.
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3 準古典近似；Semi-classical state

Hamilton-Jacobi equation: H ◦dS = E,を満たすphase

fnction S = S(x) とamplitude function a = a(x) に対

して

ϕ = expiS/h/ a

の形の解を考える．

a が homogeneous transport equation:

a∆S + 2
∑ ∂a

∂qj

∂S

∂qj
= 0 (3.1)

を満たすなら

ϕ = expiS/h/ a

は Schrd̈ingier operator Ĥ の定常状態解のh/ 展開の第

2次近似を与える；

(Ĥ − E)ϕ = O(h/2).
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Proof

(Ĥ − E)ϕ =

(
1

2m
‖∇S‖2 + (V − E)

)
expiS/h/ a

− ih/

2m

(
a∆S + 2

∑ ∂a

∂qj

∂S

∂qj

)
expiS/h/ − h/2

2m
∆a expiS/h/
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4 semi-classical state の幾何

いま、ハミルトニアンが H =
∑

i p2
i/2 + V (q)の形な

のでハミルトンベクトル場は

XH =
∑

i

(−∂V

∂qi
)

∂

∂pi
+ pi

∂

∂qi
.

XH をL = dS に制限すると

XH|L =
∑

i

(−∂V

∂qi
)

∂

∂pi
+

∂S

∂xi

∂

∂qi
.

すなわち、

π∗XH = ∇S. (4.1)

•
またhomogeneous transport equation:

a∆S + 2
∑ ∂a

∂qj

∂S

∂qj
= 0

が満たされれば、

vector field a2∇S は divertence free.

div (a2∇S) =
∑

j

∂

∂qj
(a2 ∂S

∂qj
) = a(a∆S+2

∑ ∂a

∂qj

∂S

∂qj
) = 0

(4.2)

divergence の定義より

(div v)|dx| = Lv|dx| , (4.3)
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ここに　Lv はLie-微分．

(4.1), (4.3), (4.2), より

L(a2XH) |dx| = L(a2∇S) |dx| = div (a2∇S) |dx| = 0,

=⇒
LXH

( a2 |dx| ) = 0.

(Hamilton-Jacobi theorem)から XH : tangent to L ,

また　リー微分はdiffeomorpism invariant だから,

この式をπ|L : L
'−→ M で持ち上げて

　L上で

LXH
( a2 |dx| ) = 0.

が成り立つ．

a2|dx| = (a|dx|1/2)2 より
homogeneous transport equation ⇐⇒

Lagrangian submanifold上にハミルトンベクトル場XH

で不変な half-density が存在する
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5 幾何的量子化

• 余接空間 T ∗M の幾何的量子化:

幾何的準古典近似とは 次の組 ( L, i , a):

1. (L, i) : Lagrangian immersion で　その埋め込み

i(L) が classical Hamiltonian Hの energy level set

H−1(E)に含まれている .

2. H のハミルトン流れで invariant なL上の half-

density a .

” Quantization ” ≡ この data (L, i, a) を用いて ap-

proximate solution to Schrödinger equation Ĥ − E = 0

　を作ること.

すなわちHamilton-Jacobi eq. を満たす phase func-

tion S と

L = dS ⊂ T ∗M 上のhalf-density a|dx|1/2 により、

ϕ = eiS/h/ (dS)∗a

はSchrödinger方程式の定常解の２次近似を与える; (H−
E)ϕ = O(h/2) ．
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6 Pre-quantization of a projectable Lagrangian

次に　Mを一般の 多様体として　余接空間T ∗M の

Lagrangian submanifold のpre-quantization を考える,

T ∗M −→ M ; cotangent bundle.

T(m,α)T
∗M = TmM ⊕ T ∗

mM 3 (t, ξ)

Canonical 1-form , Liouville form: θ
definition⇐⇒

θ; 1-form on T ∗M ; defined at (m,α) ∈ T ∗M by

θ(m,α) ((t, ξ)) = α(t) , ∀(t, ξ) ∈ T(m,α)T
∗M , .

Canonical 2-form : ω = dθ.

L ⊂ T ∗M : Lagrangian submanifold
definition⇐⇒ ω|L =

0.

Example:

θ =
∑

i

pidqi , ω =
∑

i

dpi ∧ dqi ,

L = image dS, for a S : M −→ R.
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i : L ↪→ T ∗M

projectable Lagrangian embedding:

すなわち π|L : L
diffeo−→ M ,の場合を考える。

L: exact すなわち L = image dS , でなくてよい．

ω|L = 0 だから θ|L closed on L.

∃{Lk} : a cover of L

各 Lk 上で i |Lk exact ;

∃φk on Lk ( primitive ) such that :

dφk = i∗θ |Lk.
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( Lk, i |Lk, φk )の quantizationはLk上の oscillatory

function :

Ik = (π−1
Lk

)∗ ei φk/h/ .

で与えられる．

(L, i ) のquantization には ” Ik を貼り合わせて”

well defined な I(L, i, φ ) on M を得ることになる:

I(L, i, φ) ∼
∑

k

(π−1
Lk

)∗ ei φ/h/ .

このための（十分）条件は

ei φk/h/ = ei φj/h/ , on Lk ∩ Lj .

すなわち

φj − φk ∈ 2πh/ · Z on Lk ∩ Lj . (6.1)
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L = ∪k Lk; projectable Lagrangian L の covering で

∃ φj : Lj −→ R,

dφk = i∗θ |Lk .

{λjk = φj − φk } defines the Liouville class

λ(L,i) = [λjk] ∈ Ȟ1(M, R) .( independent of covers )

いま Liouville class が 整数条件 (6.1) ;

λ(L,i) ∈ Ȟ1(M, 2πh/ · Z)

を満たせば、

∃ good cover L = ∪j Lj

∃ primitives φj : Lj −→ R;

i∗θ|Lj = dφj,

各 Lj ∩ Lk　上で

φj − φk ∈ Zh/ = 2πh/ · Z

ゆえに {φj}j は

φ : L −→ Th/ = R/Zh/ (6.2)

を定めて、 i∗θ = dφ　が成り立つ．

これにより

global oscillatory function on L :

eiφ/h/ . Quantizatin O(h/) OK.
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7 Th/- 主束: Chern class　復習

余接空間のLagrangian submanifold の上のTh/-トーラ

ス主束の” 切断 ” (6.2) を作ることが問題だとわかっ

た。

トーラス主束の復習をしておく。

Th/ = R/Zh/ , Zh/ = 2πh/Z ,

Th/ 3 [t] = [t + 2πkh/]

P
π−→ X を多様体 X 上の Th/-主束とする．

Th/ = R/Zh/ 3 t の p = (x, u) ∈ P への作用は p · t =

(x, u + t mod Zh/) で与えられる．

trivializationを

X = ∪jUj , ϕj : π−1(Uj)
'−→ Uj×Th/, ϕj(x, t) = (x , fj(x, t)).

transition functionは

gjk : Uj ∩ Uk −→ Th/

fj(x, t) = fk(x, t + gjk(x) ) ,∀x ∈ Uj ∩ Uk.

で与えられるから、

fi(x, t) = fi(x, t + gij(x) + gjk(x) + gki(x))

=⇒ gij(x) + gjk(x) + gki(x) = 0 modZh/.
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gjk : Uj ∩ Uk −→ Th/ のR (加法群）への liftを

g̃jk : Uj ∩ Uk −→ R : とする．{g̃jk} は条件

cijk = g̃ij(x) + g̃jk(x) + g̃ki(x) ∈ Zh/

を満たし　次の cohomology class が定まる：

[P ] = [cink] ∈ Ȟ2(X,Zh/) : Chern class of P.

Theorem 7.1.

多様体X 上の Th/-主束 P −→ M の isomorphism

classeは、そのChern class [P ] ∈ Ȟ2(X,Zh/)　と bi-

jectiveに対応する:
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8 principal Th/- bundlesについてのKostant-

Souriau考察

Th/-bundle P
π−→ X . 加法+ mod はややこしいので

t ∈ Th/ を eit ∈ Th/ と書く。

P 3 p = (x, c) ∼ (x, eic) への t ∈ Zh/ の右作用は　

p · t ∼ p · eit = (x, eic) · eit = (x, ei(c+t)) ∼ (x, c + t))

X = ∪jUj , π−1(Uj)
ϕj
' Uj × Th/ ,

T(x,t)P ' TxX × R .
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Definition 8.1.

γ : a connection form on Th/-bundle P
π−→ X

⇐⇒ γ: Th/-invariant ( R-valued ) 1-form on P

such that γ(ξP ) = ξ, ∀ξ ∈ R,

ここに ξP (p) = d
dε|ε=0 p · eiεξ ∈ TpP ; fundamental

vector field.

局所表現：

Uj 3 x 上の local section σj(x) = ϕ−1
j (x, 0) による

引き戻しを γj = σ∗
jγ とすると、

{γj}jは各 Uj上のTh/-valued 1-formで、Ui∩Uj上で

γj − γk = dg̃jk ,

g̃jk: transition function of P −→ X

=⇒
ω := dγj = dγk : X 上定義された Th/-valued

closed 2-form ; curvature form of Th/ bundle P .

π∗ω = dγ on P .
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Theorem 8.1.

manifold X 上のclosed 2-form ω が、あるTh/-主束 P

with connection の curvature form である

⇐⇒ ω ∈ H2(P,Zh/).

Proof

Follow the zig-zag of Čech-de Rham ;

Ȟ2(X,Zh/) 3 [P ] = [cink] ←→ [ω] ∈ H2(P,Zh/)
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9 余接空間 T ∗M 上のPre-quantum line bundle

と Oscillatory function

θ : the canonical 1-form on T ∗M ;

θ(m,α)((t, τ )) = α(t) ,

for ∀(m,α) ∈ T ∗M , m ∈ M , α ∈ T ∗
mM , and

for ∀(t, τ ) ∈ T(m,α)T
∗M = TmM ⊕ T ∗

mM .

ω = dθ : the canonical 2-form on T ∗M .

Th/ = R/2πh/Z : a torus with period 2πh/.

Definition 9.1.自明なTh/-主束

Ph/ = T ∗M × Th/
π−→ T ∗M

と、その上の connection 1-form

θh/ = − π∗θ + dβ

の組を余接束 T ∗M のpre-quantum bundleと云う．こ

こに

β : R −→ Th/ : the linear variable in Th/

− π∗θ : horizontal direction.

β : ; vertical direction
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i : L ↪→ T ∗M をLagrange 埋め込みとしょう.

i∗Ph/ −→ L: pre-quantum bundle Ph/ −→ T ∗M の

Lagramge submanifld L ⊂ T ∗M への引き戻し.

i∗Ph/ −→ L が quantization できる条件を見よう．

まず、　 i∗Ph/ 上に引き戻した接続形式

i∗θh/ は flat になる:

d(i∗θh/) = di∗(−π∗θ+dβ) = −(π◦i)∗dθ = i∗ω = ω|L = 0

∃{Lj}j: L の covering ,

∃{φj}j , such that dφj = i∗θh/|Lj .

λjk = φj − φk

De Rham cohomology class

[ i∗θh/] ∈ H1(L,R)

が定まるが、これは

Liouville class

λ(L,i) = [λjk] ∈ Ȟ1(L,R)

と一致する．
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整数条件（Bohr-Sommerfeld条件）λ(L,i) ∈ H1(M, 2π h/Z)

　が満たされているなら、

φj ≡ φk mod Zh/ = 2π h/Z

よりquotient Th/ = R/Zh/ 値 global section

φ : L −→ Th/

が定まる ( parallel lift of i∗Qh/ −→ L).

Th/ の表現 ρ : Th/ 3 x −→ e−ix/h/ ∈ U(1) により

　主束 i∗Ph/ にassociateした (U(1)-主束にassociateし

た） line bundle (pre quantum line bundle )

Eh/ = i∗Ph/ ⊗ρ C :

が定まる．

表現 ρ により parallel lift φ : L −→ Th/ は Eh/ の

section

ei φ/h/ : L −→ U(1).

を定めるが、これは global oscillatory function に他な

らない．
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Theorem 9.1.

T ∗M の Lagranjian submanifold L ↪→ T ∗M は pro-

jectable L
π' M で、その Liouville class が BS-条

件 [λ] ∈ H1(L, 2πZh/) を満たすときに quantifiable で

ある。　

上の議論より

imbedded Lagrangian submanifold i : L ↪→ T ∗M は

non-zero parallel section φ : L −→ i∗Ph/ が取れると

き quantifiable である。　

こともわかった。
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Remark

Lagrangian submanifold が、submanifold N ⊂ M 上

の graph の微分、より一般に 1-form, で与えられる場

合を考えることがある。

T ∗M
π−→ M : cotangent bundle.

N ⊂ M ; a submanifold of M .

β; a closed 1-form on N .

N †
β = {(x, p) ∈ T ∗M : x ∈ N, p|TxN = β(x) } ↪→ T ∗M

π|N †
β ↓

N ↪→ M

=⇒
N †

β は Liouville class

[λ
(N

†
β , i)

] = [(π|N †
β)∗β] ∈ H1(N †

β,R)

とする Lagrangian subspace of T ∗M

———————

後に平坦接続の部分空間A[ ↪→ Aのquantizationを

考えるときに関係。
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Kostant, Souriou, Kirilov, Guillemin

Abstract Formulation [Kostant, Souriau, Kir-

ilov, Guillemin ]

•Pre-quantization of a manifold endowed with a

closed 2-form .

For a manifold X endowed with a closed 2-form σ,

we call a pre-quantization of (X, σ)

a hermitian line bundle (L , < , >) over X equiped with

a hermitian connection ∇ whose curvature is σ.

Our purpose :

1. Geometric pre-quantization of the cotangent space

of connections a four-manifold.

2. Geometric pre-quantization of the moduli space of

flat connections on a four-manifold.
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10 Differential calculus on the space of con-

nections

M : a m-dimensional riemannian manifold with bound-

ary ∂M .

G = SU(N), N ≥ 2.

P
π−→ M : a principal G-bundle,

A = A(M) the ( affine ) space of irreducible connections

over P , Lie環 Lie G値 1-form Ω1(M,LieG) をモデル

とするアフィン空間．

TAA = Ω1(M,LieG) ) : tangent space at A ∈ A,

A ∈ A, a ∈ TAA =⇒ A + a ∈ A.

T ∗
AA = Ωm−1(M,LieG) ), A での余接空間

α ∈ T ∗
AA and a ∈ TAA のpairing:

〈α, a〉A =

∫
M

tr( a ∧ α )
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アフィン空間 A上の解析
vector space V に値をとる 関数 Φ = Φ(A) on A の

方向微分∂AΦは

functional variation:

∂AΦ : TAA −→ V , (10.1)

(∂AΦ) a = lim
t−→0

1

t
( Φ(A + ta) − Φ(A) ) , for a ∈ TAA.(10.2)

で定義．

For example,

(∂AA) a = a,

曲率 FA = dA + 1
2[A ∧ A] のa-方向微分は

(∂AFA)a = dAa ≡ da +
1

2
[A ∧ a ].

d̃: A(M)上の外微分.

For a function F on A(M), (d̃F )A a = (∂AF ) a. a ∈
TAA

For a 1-form Φ on A(M),

(d̃Φ)A(a,b) = (∂A < Φ,b >)a − (∂A < Φ, a >)b− < Φ, [a,b] >

= < (∂AΦ)a,b > − < (∂AΦ)b, a >, (10.3)

a,b ; A(M)上のベクトル場.
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余接空間 T ∗A への (A,α) ∈ T ∗A における接空

間は

T(A,α)T
∗A = TAA⊕T ∗

AA = Ω1(M, LieG)⊕Ωm−1(M.LieG).

canonical 1-form θ on T ∗A :

θ(A,α)(

(
a

ν

)
) = 〈α, π∗

(
a

ν

)
〉A =

∫
M

tr a∧α. ∀

(
a

ν

)
∈ T(A,λ)T

∗A

canonical 2-form :

σ = d̃θ. (10.4)

1.

σ(A,α) (

(
a

µ

)
,

(
b

ν

)
) = 〈µ, b 〉A−〈 ν, a 〉A =

∫
M

tr[ b∧µ−a∧ν ] .

2. σ : cotangent space T ∗A上の non-degenerate closed

2-form .
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Generating functions

s̃ : A −→ T ∗A : a local section of T ∗A

s̃(A) = ( A, s(A) ) , s(A) ∈ T ∗
AA = Ω1(M,LieG) .

に対して s̃ による canonical 1-form θ の引き戻し s̃∗ θ

は A上の 1-formで、

characteristic property

s̃ ∗ θ = s. (10.5)

すなわち,

(s̃ ∗θ)A a = 〈s(A), a〉 . (10.6)

for a ∈ TAA. を満たす一意的な1-formとして定まる．

canonical 2-form σ の引き戻し s̃ ∗ σ は :

(s̃ ∗σ)A(a, b) = σs̃(A)( s̃∗a , s̃∗b ) = σ(A,s(A))(

(
a

(s∗)Aa

)
,

(
b

(s∗)Ab

)
)

=

∫
M

tr[ b ∧ (s∗)Aa − a ∧ (s∗)Ab ].

s̃ ∗σ is a closed 2-form on A.

characteristic property (10.5) より

s̃ ∗σ = d̃ (s̃ ∗θ) = d̃ s . (10.7)
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Example[(Atiyah-Bott, 1982)]

M : a surface ( 2-dimensional manifold ).

TAA ' T ∗
AA ' Ω1(M,LieG)

次の generating function

s̃ : A 3 A −→ s(A) = A ∈ Ω1(M,LieG) = T ∗
AA

を考えると

(s̃∗θ)Aa =

∫
M

tr( Aa ) .

また

(s̃∗σ)A(a, b) = (d̃ s̃∗θ)A( a, b ) = 〈(∂A s̃∗θ) a, b 〉 − 〈 (∂A s̃∗θ) b, a 〉

=

∫
M

tr(ba) −
∫

M

tr(ab) = 2

∫
M

tr(ba).

(A(M), ω ≡ s̃∗σ ) は symplectic manifold, ω は非退

化.
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11 Pre-symplectic structure on the space of

connections on a four-manifold

X : Riemannian four-manifold with boundary ∂X that

may be empty.

P = X × SU(n) : the trivial principal bundle

A(X) : the space of irrreducible connections

TAA(X) = Ω1(X,LieG) , the tangent space

T ∗
AA(X) = Ω3(X,LieG) , the cotangent space

pairingは

TAA(X)×T ∗
AA(X) 3 (a, α ) −→ 〈a, α〉 =

∫
M

trace a∧α .

θ をT ∗A 上の canonical 1 form ,

σ = d̃θ をT ∗A 上の canonical 2 formとする．
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s̃ : cotangent bundle T ∗A −→ Aの sectionを次で定

義する；

s̃(A) = (A, s(A)) =

(
A , q( AFA + FAA − 1

2
A3)

)
A ∈ A.

(11.1)

s̃(A) ∈ T ∗
AA.

s(A) = q(AFA + FAA− 1
2A

3) : a 3-form on X valued

in su(n),

q3 = 1
24π3 .

θs = s̃∗θ , σs = s̃∗σ を s̃　によるM上の forms へ

の引き戻しとする.

このとき次が成立；

θs
A(a) =

1

24π3

∫
X

Tr[ (AFA+FAA−1

2
A3) a ], a ∈ TAA ,

(11.2)

σs
A(a, b) =

1

8π3

∫
X

Tr[(ab−ba)FA]− 1

24π3

∫
∂X

Tr[(ab−ba)A] .

(11.3)

第１式は characteristic property (10.5) :

(s̃∗θ)A = s(A)

より .

32



第２式はa, b ∈ TAAに対して,

(d̃ θs)A(a, b) = 〈(∂Aθs)a, b〉 − 〈(∂Aθs)b, a〉

=
1

24π3

∫
X

Tr[ 2(ab − ba)F − (ab − ba)A2

− (bdAa + dAab − dAba − adAb)A ]

=
1

8π3

∫
X

Tr[ (ab−ba)F ] − 1

24π3

∫
∂X

Tr[ (ab−ba)A ] ,

for a, b ∈ TAA.

θ の characteristic property に注意しておこう：

θs
A = (s̃∗θ)A = s(A) , ∀A ∈ A. (11.4)
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Theorem 11.1. P = X × SU(n) : trivial principal

SU(n)-bundle on X.

A(X): the space of irreducible connections on P .

A(X)上の2-form　ω を

ωA(a, b) =
1

8π3

∫
X

Tr[(ab−ba)F ]− 1

24π3

∫
∂X

Tr[(ab−ba)A] , ∀a, b ∈ TAA(X).

(11.5)

で定義すると ω は closed 2-formになる．すなわち

(A(X), ω) はpre-symplectic space.
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12 flat connection の空間

平坦接続, flat connections, の空間は:

A[ = {A ∈ A(X); FA = 0}.

A[ の接空間は

TAA[ = {a ∈ Ω1(X,LieG); dAa = 0}.

となる．( (d̃ FA)a = dAa だった）．

1-form θs の A[ への制限は

θs
A(a) =

i

48π3

∫
X

Tr (A3a), ∀a ∈ TAA[

であり、

2-form ω = σs のA[への制限は

ωA(a, b) = − 1

24π3

∫
∂X

Tr[(ab−ba)A] , ∀a, b ∈ TAA[(X).
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とくにX の境界がないとき, ∂X = ∅, には

d̃ θs = ω|A[ = 0 .

より θs|A[ は　 closed 1-fprm on A[.

θs
A = s(A), ∀A ∈ A , (11.4),

だったから, 前節 Remark に述べたように

L[ = (A[)†
θs|A[ =

{
(A,α) ∈ T ∗A : A ∈ A[ , α = s(A)

}
= {s̃(A) = (A, s(A)) ; A ∈ A[}

とすると、グラフ L[ = s̃(A[) はLagrangian submani-

fold of T ∗A(X) ．

L[ ↪→ T ∗A

↓ π ↓

A[ ↪→ A

( 注 ): submanifold になることは

∂A s̃ |TAA[ : TAA[ −→ Ts̃(A)(T
∗A) が isomorphismと

なることより従う。

また、A ∈ A[(X) に対しては

s̃(A) = (A, s(A)) = (A,−q

2
A3)

となることに注意．（ pure gauge A = g−1dg では” 巻

き数” になっている．)
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Ph/ = T ∗A× Th/
π−→ T ∗A

trivial principal Th/-bundle with a connection

θh/ = −π∗θ + dα .

θ はT ∗A の canonical 1-form,

α は the angle coordinate of Th/, であった．

このL[ i
↪→ T ∗A への制限は

i∗Ph/
π[

−→ L[ :

trivial principal Th/-bundle で　その conection form

i∗θh/ = (π[)∗θ + dα =
q

2
A3 + dα

は flat connection. すなわち

i∗Ph/
π[

−→ L[ は flat bundle ( d̃ i∗θh/ = −i∗π∗d̃θ = 0)

となる．

flat bundle i∗Qh/ −→ L[ のparallel lift を;

φ : L[ −→ Th/

を取れるので

L[ i
↪→ T ∗A がpre-quantizable である．
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また、 Eh/ = L[ ⊗ρ C を 表現

ρ : Th/ 3 x −→ e−ix/h/ ∈ U(1)

によりL[に随伴する line bundle (pre quantum line bun-

dle ) とすれば、oscillatory function

eiφ/h/

が得られ, (L[ i
↪→ T ∗A[(X) , はpre-quantizable.

38



13 接続のモジュライ空間の幾何的pre-quantization

今度は　（cotangent spaceでなく）pre-symplectic space

(A[(X), ω)のModuli spaceM[ = A[/G0のpre-quantization

を行う、すなわちM[上に line bundle with connection

を構成する．（　boundary ∂X = ∅ のときはM[ 上の

flat line bundle を構成）．

G = SU(n), n ≥ 3.

Xを four-manifold ,　∂X をその境界とする．

まず∂X 6= ∅ のとき．
A(X)を自明なG-主束上の irreducible connection全

体のつくる affine space とする．

(11.5)で定義されたωにより(A(X), ω )はpre-symplectic

space になった．

flat connectionの部分空間をA[ = {A ∈ A(X); FA =

0 }.
ω のA[ への制限はωより

ω(a, b) = − 1

24π3

∫
∂X

Tr[(a∧b−b∧a)∧A], ∀a, b ∈ T [
AA.

G(X) = Γ(X,AdG P ) = C∞(X,G) をゲージ変換

群、境界∂X で恒等変換になるよなゲージ変換群を

G0 = {g ∈ G(X); g|∂X = Id.} .
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G0 のA(X) への右作用：

g · A = g−1Ag + g−1dg .

平坦接続のモジュライは

M[ = A[/G0.

ωはG0不変だったからM[もpre-symplecticになる：

ωM[([a], [b]) = ω(a, b).
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記号：

g ∈ G0, A ∈ A[に対して

Γ(g, A) =
i

48π3

∫
X

Tr[
1

2
(dgg−1Adgg−1A)+(dgg−1)3A ]

C5(g) =
i

240π3

∫
Y

Tr (dgg−1)5 + C5(g) .

ただしN は ∂N = X なる５次元manifold, g ∈
C∞(N,G)は g ∈ C∞(X,G のNへの延長 g|X = g.

(π4(G) = 0).

C5(g) は mod Z で延長g に依存しない．

1.

Γ(fg,A) = Γ(g, f · A) + Γ(f,A), mod Z

Θ(g, A) = exp 2πiΓ(g, A) g ∈ G0, A ∈ A[

と置くと、2-cocycle condition:

Θ(g, A)Θ(h, g · A) = Θ(gh , A)

2. G0 のA[ × C への作用を

g · (A, c) = (g · A, Θ(g, A)c )
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で定義して、その商を

L = A[ × C/G0

とすると、line bundle

L −→ M[

が得られる。

Lには自然にHermitian line bundleの構造が入る．

3.

θA(a) =
i

48π3

∫
X

Tr[ A3a ], ∀a ∈ TAA[

と置くと、θ は hermitian line bundle 上の connec-

tion を定める．

4. θ の curvature はω である．

5. pre-symplectic space (M[, ω)のpre-quantizationが

得られた．
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1. 上の議論で境界がないとき、　∂X = ∅のときは、
ω|A[ ≡ 0で、L −→ M[ はflat line bndleになる．

2. ここでは, (M[, ω)のpre-quantizationとは, (M[, ω)

上にhermitian line bundle with connection　を　そ

のcurvatueがωになるようにつくること,として、

cotngent bundle の時のように oscillatory function

を与えることをしてない。さらにA またはA[の

Lagrangian submanifold も指示していない。　こ

の場合には　そういう議論はないように思える。

3. L[ ↪→ T ∗AのWKB解としては、第１近似しか　

行わなかった。準古典解（第２近似）を行うには

L[またはA[の上のhalf densityが必要である。　

どうすればいいか？
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