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複素多様体のアファイン埋込の超越指数
�．多変数�������	��


．正則函数芽のヴェクトル空間と初項空間の双対性

�．初項空間の一般の点における�閉性

�．束点に付随したアルチン環
正則函数芽の有限次元ヴェクトル空間に次数アルチン環を対応させる。


．埋め込まれた多様体の�����	���の高階接空間

�．埋め込まれた多様体上でのテイラー展開

��の曲線上のほとんどの点でテイラー展開がうまく定義できる。

�．解析集合芽の超越性

�．一般の点における零評価

��に埋め込まれた多様体の超越性はほとんどの点で高くはない。

�



�

�� 多変数������	
��

���� � �� ���� � � � � ��� � �� �
� ��　�� � � ��� �� �� �� � � � ��が次の条

件を満たすときヤング・ライクと言う
�� � �
�

� � � �� � � � � � ��� �� � � � �

ここで�は、� �の普通の順序の直積順序である。

例：� ��
���

��
��� ��� ��� ���

��� ���
��� ��

���
�� はヤング・ライクではない。����
を

加えればヤング・ライクとなる：�� � 	� � � ��

�個の元から成るヤング・ライクな多重指数� � �
�の集合全体を��で

表す。

��� ��	� � � � � �� �� � � ��� �� � � � ��	 ���






多変数����������の定理を述べる：

��� ��	� 
������ ����� 
 � � �：連結開集合

���� � � � � ���：
上の有理型函数とするとき、

��
次の条件は同値：


 ��� � � � � ��は�次独立


 ���� � � � � ��� � ��が存在して

� ���� � � � � ��� ��� � � � � ��� ��

�
����

� �
����

� � � � �
����

�

�
����

� �
����

� � � � �
����

�

��� ��� ��� ���

� ����

� � ����

� � � � � ����

�

は恒等的に零ではない。

��
��は一般の���� � � � � ���に対して、��
が成り立つ最小の集合である。



�

すると正則函数の有限次元のヴェクトル空間は有限個の偏微分方程式の解空
間として表される：

��� ���� 
�� �������� ��������

開集合	上の正則函数から成る有限次ヴェクトル空間
 � �����
� の基
底 ���� � � � � ���をとる。
すると
は次の偏微分方程式系の正則解の空間となっている。

� ���� � � � � ��� �� ��� � � � � ����� � � ����� � � � � ����� � �����

ここで� � ���� � ���
�が未知函数である。



�

�� 正則函数芽のヴェクトル空間と初項空間の双対性
正則解析的局所環の有限次元部分ヴェクトル空間の双対空間を構成する。

���� �� 
を中心にしたアファイン座標

��
� �
� � � � ���の初項
テイラー展開の零ではない最低次の斉次項

��
の変数は�の変数に対応するギリシャ文字で書く。�� �� ��
など。


 � ����を有限次元部分ヴェクトル空間とするとき


�
 �� �
�� ��
� � � 
� � � �� � � 
 における初項空間

�
	内在的記法 
�
�� ���
� �



��� �


 ���
�


 �����

�

� � �� �
�

�


� 
 	� 
�
� � �	� ��
� 初項作用素 �これは線形ではない。




�

����
	線形型式　���������� ! "#!$�

���� � � �� ������ 	� �

�����
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����	 
��� �



����
����

������
��

� � � � � ��� � �� �

��� � � �����

����� � � ���
��

�

��� �

（� ��� � � � � ��� は、� �の高階接ヴェクトル、
いわば「
 での %���& '()*�」 の符号付き高階微分）


 ����� 非退化 ��(� � �� �� � ���� ��
��� � ���

よって、弱位相に関して� �� �は����の双対+,�空間をなす：

��� ��	� 
 � !���"#�$ �%%�& �%%��


� � ���� � 有限次元部分ヴェクトル空間

�� 制限 �� � �
�
 �
�� 	� � も非退化



'

�� 初項空間の一般の点における�閉性


 � � � � 連結開集合、��� � � � � �� � ���
� を考える。

�	
� �� �� � �� � ��� � ��� ���� � ����� � � � � ���� ��
�

��


�	��� �� ��������� ������� � � � � ������ ��� � � � � ����

���� � � � � ��� � �	
��

と置く。

�の函数としては、�	���は
の空ではない解析的開部分集合		上で最大値
をとる。この最大値を�	とする。

もし��� � � � � ��が一次独立ならば、��)�(�の定理により� � �	 �のと
き、�	 � �となる。

��� (#)(� 
の空ではない解析的開集合	� � � � � � 	���上で、

�
�� ���� � � � � ���の
のどの次数のジェットもヴェクトル束�	
をなす。



%


 
���� �� �
 � 
 � ��に対して �	
は
の近傍でヴェクトル束�

� 	� � � � � � 	��� �上述、ユークリッド位相で稠密・開）
この集合の点を束点という。

�	��-�����*� ヴェクトル空間� � � �� �が

�� �� � �� ������による偏微分で不変であること。


 
 ��� �� �
 � 
 � 
�
は�	��-�����*�

��� (#)(� 
����、
 ���はともに局所座標の変換で不変

��� ��	� .�(/ *0(��(12 
���� � 
 ���

証明法
森本徹氏に
を解空間とする微分方程式系���)�(�の定理の系によって具体
的な形もわかる
の3��)��4�*���を用いればよいことを教示いただいた。
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�
 � ���
� 有限次元部分ヴェクトル空間

�
�
 � �
� ��
 �� � � ���
 から導かれた��
線形型式

� � �
��� ���
�� � �� �� 包含写像

� � �
 �� ���
� 包含写像

随伴写像� �
�
 ��
�� � ���
 �� �
 �� ��

�� � ���
�� � �� � �� �
� �� ��

��� �が弱連続故、これらも弱連続）

�
 �� ���
 � � �	 � 
�

�
� �� ���
�� � �� ��
�� ���

�
�
�


�� �

�
�
 ���




��

��
 (#)(� 
� � ����� 有限次元部分ヴェクトル空間

��
 ���� � ���� 	� 
� は弱連続

��
等式 ��� ���� � �
�
�
��� ���� �����
�� � 
�
が成立する。

ここで��は����に関して直交する空間��3�&( �5 ���0�)�*���


��
 ����はレトラクト、つまり ���� Æ � � 
� 	� 
� は恒等写像

�6
随伴写像
�はレトラクト、つまり 
� Æ � � 
�
	� 
�
 は恒等写像

��� (#)(� .$������� (* �)�� '( 7��� (* �)�2


� � �����を有限次元部分ヴェクトル空間とすると


�
� � �� �� �	��-�����*�� ��� ����� 斉次イデアル

この性質を持ったレトラクトは補間法で重要

�7���0�8� �'(�) ��*(�3�)�*��� �&0(1(� 91:)*�3)�&�*�-(;




��


� 束点に付随したアルチン環


� � ���
�� 有限次元部分ヴェクトル空間

<��3� 6�6によって
 � 
 ��	では、
� � ����は����の剰余環として次数環
の構造を持つ。この環���� �� �����
�


�は有限次元ヴェクトル空間だか
ら局所次数 �*��環である。

特に
 � 

��とすると�

��� ���� �� � 
が存在して、
の近傍	上の各点�で����
が
�
の基底を
なす。
よってイデアル
�


�は���������
 � �� � � �� � �� ����  � の解空間と
なる。

��の函数としての����

� ���	�であるから、

�の十分高次の項は自由で、残りの有限個の低次斉次項はランクが定数の

���	�の元を係数とする同次線形関係で縛られている。



��

よってさらに	を絞れば����� � �����
�

�� � � 	�は� 自由加群

����	��（ゆえに平坦
と同型となる。� � ���� 
�

次数 �*��環の低次からの次元を並べ、零が続くところで打ち切ったものを
「型」と言うことにする。これは双対性により
�
の次数による「型」と対
応している。まとめて、


�� ��	� 任意の有限次元ヴェクトル空間
 � ���
�

�
 � � � � 連結� に対して、����� � � � 

��
�は、解析的開集合

��上
で、型が一定の局所次数 �*��環の変形を与える。

これで有限次元ヴェクトル空間
 � ���
� �
 � � ��の分類可能。


�� ��	� �ランク定理
 ����の型が���  � ��� ��� � � � �であれば、局所座
標を取り替えることにより、
 � �� � ��となり、�� �

�
�

�
�

�� � ��と
なる。
の零化<%�系���� +=$�
は次の方程式を含む。

����!
���

� � �� � ��� � � � � �� ����� � � � � ��� � ��� �� ��



�


�� 埋め込まれた多様体の!��"���*+の高階接空間 以下「高階」は略す

�
 � � �� 埋め込まれた複素多様体

� � ���� � � � ���� � 	��� � �� 	� �
 � � ��

局所パラメトリゼーション（チャートの逆）の芽

" � �� 	� ��� � �	� � Æ�

# ���
� � ���
� �
上の$次以下の多項式函数のなすヴェクトル空間

� ���� �� �"��� �� � Æ� � � � � �%�� ��� � � $� � � ����

# ���
�の引き戻し

前節のヴェクトル空間
も、定数函数を含めば、


 � �
�� ������ � � � ����と表し、� ����と見なせる。

� �����
� � �� � � � ���� の初項空間 �

����

��� � � �����
 �� ���� 	� �：

�� � � �� �����
 	� � の制限である非退化���線形形式
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�'

�� 埋め込まれた多様体上でのテイラー展開

� � � �：埋め込まれた複素多様体

� � ���� � � � ���� �� �� 	 �� 	� /	�	0!����	���� �� � 	� ��

� � �
"�$

��� �� �
"

���� �� ������

�
"�$

��� � ���� �� 
 $����� �の随伴
次数�のテイラー展開と呼ぶ

��� ���� � ���$
�： �����	��	�� �� � �� �

�� �
"�$

���： �����	��	�� �� � ���

�� �
"�$

���： 環準同型 （0����/�� 	���!）



�%


 � � �：次数$の束点

���

�� �	�� �����がヴェクトル束��� � � ��

�
�	��

�� �	�� �����がヴェクトル束��� � ���� � ���� 	 �
�

��� ��	� � � �：次数$の束点�� 任意のパラメトリゼーション"に
対して����

��
は�で�	��-�����* �+=$� ���


��� ��	� あるパラメトリゼーション"に対して����
��
が�で�	��-�����*

とすると、

 �*��環 # �
��
 � ���
������
��
�
�� は全て同型、つまり�
と$で決定さ

れる。�

この �*��環をを� の�	��-�����* 3���* �における次数$のテイラー代数 と
いう。



��

とくに�	
� � �すなわち曲線の時は次のことが言える。

��
 ���� � � � �� 複素多様体、�	
� � �、� 
 � に
対して
次の条件は同値

� �
"�$

���：ある�に対して�����	��	��

� �
"�$

��� すべての�に対して�����	��	��

� �
"�$

���：�に依存しない

結局� の離散的な点を除いてテイラー展開が 1!����!2�!�

�平面代数曲線の時は �����	��� 
33�� が示した�



��

�� 解析集合芽の超越性� � � � �&�� ����&��� 素イデアル、

� � � �&�� ���� &����� 剰余環（整域）

�
� �の元の共通零点として表される既約な解析集合芽� � �

%� � &���
�　座標函数（極大イデアル�の生成系）

������ �
の解析的局所環と言う。

%：� �%�� � � � � %���　�の生成系

����'���� �� ��������  �%� �  � � �%�� ���  � ��  �%� �� ��

>(��	(�*�1�*( 5:�&*���

例： � �� � �&�� &����&�
� 	&�
��

'���������� �� �������  �%�� %�� � ���  � ��  �%�� %�� �� �� �

��
�
��

例： � �� � �&�� &����&� 	 (�� � ��

'����������� �������  �%�� %�� � ���  � �� ��� � ���

（証明は常微分方程式の初歩による）



��

簡単のため'����の�に関する次数だけに注目する。

���� ���� %� ��  �� !"
	��  ��	 '�����

局所環�の極大イデアルの生成系%

あるいは特異点のアファイン埋込�
 � � �

の超越指数 *����&(�'(��/ ��'(?

実際次のことが成立する。

��� ��	�　
,- �%%'� 　（解析集合の代数性の条件）

����� �� 特異点のアファイン埋込� � � �に対して次の条件は同値

��
���� %� � �

��
 ��� �
 � '���� � �� � 
 �!(1(1@(� 7(>�:*


��
 � � � �は代数的集合の解析的既約成分
例：レムニスケートの原点における�分枝

以下多様体のアファイン空間への埋込に話を限定する。



��

�� 一般の点における零評価

�
 � � �： 埋め込まれた多様体、� �� ���


� � ���� � � � ���� � �� �� 
� 	� �� �� ��� )�&�) 3���1(*����*���

超越指数� は次式で定義された。

�����
��� � ��������������������

�� �
����� � � � 
 � ���$ � ����

� 
������ � � � 
 �
"�$

�����

���� � �����

�� �	
 �
�

$��

���$ �������&��������&��� �����

これ等は�
 � � �だけで定まり、パラメトリゼーション�には依らない。



�


���
� � �となることもある：

'�� �./	(�� 上田哲生 .�>�2

��%� ��

�

���

�
������
%��� � � 4�3 �(��(�

� �� ��%� �� � � � ��%��
�� � � � 5�� �������

これは ���:-�))( のギャップ数列による超越数の構成の類似である。



��

4��"� �
��� �� �	
� 

$����� �	
� 

$	�����

� �	
� �
"�$

��� � �	
� �
"�$	�

��� �

� �のヒルベルト函数��の函数�

�� �：��の小近傍における�代数的�なザリスキ閉包�

/��の(!00	 ���により

��� ����

� � � �� �� �
�

� � ��の局所パラメトリゼーション

� 
 � � �����	��	��

���
� � $

�

�
� '���������������	�$�	 $ �

�

���
=�)@� �
��� �
�

� � $

�

�
�

���� � ���
� � ���� 
 � ��



��

��� � !� ����� � �	
� � となる点の全体は、� でベー
ルの第一類集合、ルベーグ測度ゼロの集合をなす。

5�!�6!��	� 函数� アファイン空間の開集合の函数でアファイン
座標を含む有限個の函数で生成され�����	��	�� な環 �%��$!���

	�� 76��	�����）�88

� �� ���� � � � � ���� アファイン座標系

� �� ���� � � � ����が位数�のネター鎖であるとは：

�
�) � ������) � 
�)���� � � � � ������ � � � ����

�� � �� � � � ��� � � �� � � � � ��

� �� ��� �� � ���
の多項式をネタリアン函数という。
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9	"��!��� :9	;：ネタリアンなヴェクトル場の積分曲線上でネタ
リアンな函数の零評価を与えた。 ��!! :97; 	����� この結果から
評価

��
 � !� ���� � ���� ��

が出る。 � �� :<=	;� ������	�# �
��



�'

我々の ��
 %4>� は、ネタリアンの仮定なしに、よりシャープ
な評価

���� � �	
� � � �� �

を導くが、これは� の一般的な点でしか成立しない。
上田の例���によれば� この種の評価がすべての点で成立するこ
とはあり得ないのである。
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