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はじめに。非アーベル　ド・ラム理論は（線形群Gとそのリー
環 gに値を取る可積分接続の芽の層Mdの（非アーベル）コホ
モロジー論である ([3]. cf.[1],[10])。p ≥ 2のときはHp(M,Md),

M は可微分多様体、の定義は面倒で右手系と左手系の区別がい
るが H1(M,Md)の定義は比較的簡単でゲージ (G-バンドル)の
接続と曲率の非アーベル　コホモロジー的定式化を与える。
H1(M,Md)は以下のようにチェック式定義ができる。U = {U}
を開被覆とし ωUV = g−1

UV dgUV としたとき

δ({ωUV })UVW = ωVW − ωUW + g−1
VWωUV gVW , ωUV = g−1

UV dgUV

でコバウンダリー δを定義する。δ{ωUV }UVW = 0は

gUV gVW gWU = cUVW ;定数　

と同値である。バンドル（ゲージ）でなく (cUVW ̸= 1でなく）意
味のあるものがあるかは問題だったがバンドルの分数冪がこの
ようなものの例であることを示すのが本稿の目的である。

見やすい例として　 {gUV }がライン・バンドルであれば pが非
整数のとき

gpUV g
p
vWgpWU = 1p(̸= 1)

となって (U, V,W ごとに 1pを定めて）{gpUV }はバンドルではな
いが非アーベル　ド・ラム理論の意味ではH1(M,Md)の元を与
える (一意的ではない）。M がリーマン面で pが有理数であれば
{gpUV はMの分岐した有限葉被覆の上のライン・バンドルと解釈
できる。分数量子ホール効果は相互作用のある多粒子系を扱う
がその幾何学的背景としてライン・バンドルの分数冪がつかえ
ないかは問題である (cf.[8],[9])。使えれば各粒子はそれぞれの被
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覆の上を動き分岐点で相互作用すると言う描像が考えられるが
どうだろうか？
非アーベル・ゲージでは gpUV g

p
VW ̸= (gUV gVW )pだから分数冪の

定義自体が問題である。ここではMの部分空間SがあってM \S
で ξ = {gUV }が自明となる場合を考える。この場合

ξ|M \ S = {hUh
−1
V }

として hp
Uh

−p
U = cI を仮定すれば {hp

Uh
−p
V }からM \ Sの上の非

アーベル　ド・ラム　コサイクルが得られる。これを ξの分数冪
（の替わり）とすればその非アーベル　ド・ラム理論の意味での
曲率はM \Ｓでは消えるがカレントとして Sに台を持つ。これ
から意味の有ることが出ないかは興味がある。
ゲージ場の分数冪は切断として分数冪級数が現れる可能性があ
り　これから分数冪微積や微分形式の分数冪を考えられないか
は問題になる。これについて問題提起だけだが最後の５節でふ
れる。
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1 １次元非アーベル　ド・ラム集合

M を可微分多様体とする。M の上の行列 (M(n,C))に値を取
る可微分１－形式 ωで可積分;dω + ω ∧ ω = 0となるものの芽の
層をMd, G = GL(n,C)としGに値を取る定数関数と可微分関
数の芽の層を Gt,Gdとする。定義から

0 → Gt
ι−→ Gd

ρ−→ Md → 0 (1)

は（広義で）完全列である。ただし ρg = g−1dg, ι(g) = gである。
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注意。ρでなくρR : ρRg = dg·g−1をつかいdω−ω∧ω = 0となる
芽の層MRをつかっても同様な議論ができる。g∗(x) = g−1(−x)

とすれば
ρg∗(x) = (ρRg)(−x)

だからMとMRは同様に扱える。

コホモロジー集合H1(M,Gt), H
1(M,Gd)は平坦なGーバンド

ル、可微分G-バンドルの同値類の集合である。特にH1(M,Gt) ∼=
Hom(π1(M), G)であり完全列

0 → H0(M,Gt)
ι−→ H0(M,Gd)

ρ−→ H0(M,Md) →
δ−→ H1(M,Gt)

ι−→ H1(M,Gd) (2)

が得られる。なお δ : H0(M,Md) → H1(M,Gt)は ω|U = ρ(hU)

として δ(ω) = {h−1
U hV }であたえられる。δ : H0(M,MR) →

H1(M,Gt)では ω|U = ρL(hU)として δ(ω) = {hUh
−1
V }である。

なおπ1(M)をMの基本群とすればH1(M,Gt) ∼= Hom(π1(M), G)

であり δ(ω)(による π1(M)の像）は方程式

dg = gω

のモノドロミー群である ([3], cf [10])。

注意. ρを ρRg = dg · g−1と取れば ω|U = ρR(hU)(= dhU · h−1
U )

として δ(ω) = h−1
U hV で与えられる。これはボックスタイン写像

δによって右手系から左手系への変換が起きることを示している
(cf.[3]).。

H1(M,Md)は集合{ωUV };ωUV = ρ(gUV )}; gUV gVWgWU = cUVW ,

;cUVW は定数、を同値関係　

{ωUV ;ωUV = ρ(gUV )} ∼ {ω′
UV = ρ(g′UV )} : g′UV = hUgUV h

−1
V ,

(3)

で割った集合だが cUVW ̸= 1なので {hU}は任意ではなく

hUcUVWh−1
U =定数 (4)

の制約がある。　更に {cUVW}が２次元の非アーベル集合の元に
なることもしめされ完全列

H1(M,Gd)
ρ−→ H1(M,Md)

δ−→ H2(M,Gt) (5)
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がえられる。
１の分解とコサイクル条件ωVW−ωUW+g−1

VWωUV gVW = 0から

ωUV = θV − g−1
UV θUgUV (6)

という分解が出来る（接続の存在）。これから「曲率」を

ΘU = dθU + θU ∧ θU (7)

で定義すればチャーン・ベイユの構成が適用できてH1(M,Md)

の元 ξ = {ωUV }の特製類 cp(ξ) ∈ H2p(M,C)が定義される。一
般に cp(ξ) /∈ H2p(M,Z)である ([3])。

非整の特性類は数学ではあまり表れないが物理では分数量子
ホール効果などいろいろあらわれるようである ([8].[9].[11])。こ
れらに数学的位置づけを与えようというのが非アーベル　ド・ラ
ム理論の研究を始めた動機だった。

θ ∈ H0(M,Mdにたいしても βp(θ)を

(−1)p−1(p− 1)!

(2πi)p(2p− 1)
Trθ2p−1 (8)

のコホモロジー類（∈ H2p−1(M,C))として定義すれば　θ = ρ(g)

とM で書けるとき

βp(θ) = g∗(e2p−1) ∈ H2p−1(M,Z),

e2p−1はGL(n,C) (あるいはU(n)) のコホモロジー環の 2p− 1次
元の生成元である。よって β̄p(θ)をmod.H2p−1(M,Z)での βp(θ)

のH2p−1(M,C∗)の元とするとこれは θがM で大域的積分を持
つための障害になる　 (チャーン・サイモン型特性類）。

2 ライン　バンドルの分数冪

U ∩ V は単連結とし ξ = {gUV }を複素ライン　バンドルとす
れば　任意の非整数 pについて

gpUV g
p
VWgpWU = 1p(= e2pnUV W πi), (9)
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nUVW は整数、である。よって ξp = {ρ(gpUV )}は１－次元非アー
ベル　ド・ラム　コサイクルになる。gが（C∗の値をとる）関
数なら

ρ(gp) = pρ(g)

だから {ωUv};ωUV = ρ(gUV で与えれる非アーベル　ド・ラム　
コサイクルとの間には

{ρ(gpUV )} = p{ωUV } (10)

の関係がある。
(10)から{θU}が ξの接続なら{pθU}が ξpの接続になる。よって

定理。ξを複素ライン　バンドル、c(ξ)、 c(ξp)を ξ, ξpの特性
類とすれば

c(ξp) = p(̧ξ) (11)

である。

逆に任意の２-次元コホモロジー類 c = ⟨Θ⟩, θはMの２次の閉
形式が与えられたとし

Θ|U = dθU

とすれば
θU − θV = dfUV

となる関数（族）{fUV }が存在し fUV +fVW +fWU = cUVW は定
数である。よって gUV = e2πifUV とおけば　 {gUV }は cUVW が整
数の時に限りライン　バンドルを与える（量子化条件）。しかし

gUV gVWgWU = e2cUV W πi　

は定数だから {gUV }は（C∗にかんする)１-次元非アーベル　ド・
ラム　類である。よって

定理。M の任意の複素係数２次元コホモロジー類 cにたいし
それを特性類とする１次元非アーベル　ド・ラム類が存在する。
これがラインバンドルであるためには　 cが整なコホモロジー類
(c ∈ ι∗(H2(M,Z)) であることがが必要充分である。

SをM の部分空間で局所的には座標系の一部で x1 · · · xm = 0

で定義されるとし ξはM \Sで自明とする（Mが代数多様体、ξ
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が複素解析的バンドルとすれば ξはM の因子で定義されるから
このようなSが存在する可能性は大きい (cf.[6])。特にMがリー
マン面なら常に存在する)。
ξ = {gUV }はM \ Sで自明だが　さらにM の開被覆 U = {U}
と各 U \ S ∩ U 　で定義されたC∗の値をとる可微分関数 hU(x)

が存在して

gUV (x)hV (x) = hU(x), x ∈ (U ∩ V ) \ S

となる事を仮定する。この仮定はM が代数多様体で Sが非特異
なら満たされる。仮定から

gpUV (x)h
p
V (x) = hp

U(x), x ∈ (U ∩ V ) \ S,

である (gpUV = hp
Uh

−p
V )　。pが有理数 r/qであれば x

1/q
1 , · · · x1/q

m

に局所座標をとりかえれば (MのSで分岐する q-葉の被覆 M̃ ; π :

M̃ → M を考えれば π∗(ξp)は M̃ のライン・バンドルになる。
この例から S が存在すれば複素ライン・バンドルの分数冪は

M の Sで分岐する分岐被覆の上の複素ライン・バンドルとみな
せることが推測されるが厳密な議論は課題である。

3 非アーベル　ゲージの「分数冪」

ξ = {gUV }がライン・バンドルであれば (gUV gVW )p = gpUV g
p
VW

だが非アーベル　ゲージなら　 (gp = ep log gとして）

gpUV g
p
vW ̸= (gUV gVW )p

だから分数冪はそのままでは意味がない。分数冪に替わる物と
して次のような構成を提案する。

提案。ξをMの上のG-バンドル、Sを＄Ｍ＄の低次元部分空間
でM \Sで ξが自明になるとする。さらにMの開被覆U = {U}
と U \ Sで定義されたGに値をとる可微分関数 hU(x)がすべて
の U ∈ U について存在し

gUV (x) = hU(x)hV (x); x ∈ (U ∩ V ) \ S,

となると仮定する。この時定数行列 P にたいし

g
[P ]
UV (x) = hP

U(x)h
−P
V (x), x ∈ (U ∩ V ) \ S (12)
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と定義する。ただし g(x)P = eP log g(x)である。さらに gPUV (x)が
U ∩ V からGへの可微分写像であれば ξの「分数冪」ξ[P ]を

ξ[P ] = {g[P ]
UV (x)} (13)

で定義する。

この定義では ξ[P ]は Sと {hU}に関係する。{gUV } が固定され
ても hUh

−1
V = h′

Uh
′−1
V であれば h′−1

U hU = h′−1
V hV だから h′−1

U hU =

f |U , f : M → Gである。よって

hU = h′
Uf

である。よって

補題。ξ = {gUV }のX \ Sでの自明化 hUh
−1
V は　ある自明化

gUV = h̃U h̃
−1
V を与えたとき

hU = fU h̃Uf ; fU : U → G, f : M → G (14)

と表される。

しかし一般に (fUhHf)
P = f p

Uh
P
Uf

P は成立しないのでこれから
ξ[P ]がどう {hU}の選び方に関係するかしらべるのは今後の問題
である。

注意 H∗(M,Z)が自由アーベル群ならMの上のG-バンドルは
そのチャーン類 c(ξ)できまる。c(ξ)がM の部分空間 S1, . . . , Sm

によって
∑m

i=1 niSiのコホモロジー類となるときは留数の完全列

· · · → Hp(M,C) ι−→ Hp(M\S) res−→ Rp−1(S)
δ−→ Hp+1(M,C) → · · ·

(Sに特異点があればRp−1(S)の定義は面倒だがS = ∪m
i=1Siが余

次元２の非特異部分多様体であればRp−1(S) = Hp−1(S,C),であ
る。cf [2]）.から S = ∪m

i=1Siと採ればH∗(M \ S,Z)が自由アー
ベル群であるとき ξ|(M \ S)は自明になる。とくにM がコンパ
クト　リーマン面ならこの方法で Sを与えることができる。

P = pI, p ∈ C, Iは単位行列のときは

g
[pI]
UV = g

[p]
UV (15)
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と書く。また log hU = fU を定めれば h−1
U = e−fU+CU ; eCU =

I, fUCU = CUfU であり　CU は定数行列である。このとき

g
[p]
UV g

[p]
VWg

[p]
WU = hp

Uh
−p
V hp

V h
−p
W hp

Uh
−p
U = hp

Ue
−pCV e−pCWh−p

U

となるから

補題。fUCV = CV fU (’hUe
CV = eCV hU) がすべての U, V につ

いて成り立てば ξ[p] = {gUV [p]}は非アーベル　ド・ラム　コサ
イクルである。特にCU = cUI、cU ∈ C であれば ξ[p]は非アーベ
ル　ド・ラム　コサイクルになる。

ξ = ρ ⊗ τ , ρはライン　バンドル、ρは自明なバンドルとすれ
ば　この補題の仮定をみたす.。しかしこの場合は ξ = {gUV (x)}
として gUV (x) = fUV (x)I, fUV (x) : U ∩V → C∗だから任意の行
列 P について gPUV (x)が定義できて

gPUV (x)g
P
VW (x)gPWU(x) = e2nUV W πiP

となるから ξ[P ]を考える必用がない。この例は非可換ゲージで
はないのでそれ以外にどのような例があるかは探す必要がある。
CUV = cUV Iのときは　

g
[p]
UV (x)g

[p]
VW (x)G

[p]
WU(x) = cUVW I

だから ξ[p]は非アーベル　ド・ラム　コサイクルとしては特別な
ものしかあらわさない。P やCUV に一般の行列をとってあらわ
される xi[P ]が何処まで一般の非アーベル　ド・ラム　コサイク
ルをあらわすかは課題である。一方 ξ[p]についてはライン　バン
ドルの時と同様に pが有理数なら（適当な仮定で）Mの＄Ｓ＄で
分岐する有限葉の被覆空間の上のバンドルとみなせる。

ξ[p] = {hp
Uh

−p
V }だからM \ Sでは

θU = dhp
U(h

−p
u )

が ξ[p]の接続になる。M \ Sでは dθ − θ ∧ θ = 0だが　M のカ
レントとして dθ, θ ∧ θが意味を持てば dθ − θ ∧ θは Sに台をも
つカレントになる。これから ξ[p]の特性類はSのコサイクルで実
現されることが推測される。厳密な議論は課題である。
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4 「分数冪」についての補足

前節の「分数冪」はいろいろ不十分なところがある。この節で
はいくつか補足的な議論をする。

仮想特性類。
ξに付随した旗多様体 Fn = U(n)/T nをファイバーとするM

上のバンドルの全空間をMF , π : MF → M とする。このとき

π∗(ξ) ∼= τ1 ⊕ · · · ⊕ τn

τiはライン　バンドル、である。τiの特性類を c(τi) ∈ H2(MF ,C)
とし p = (p1, . . . , pn) ∈ Cnとする。このとき

n∏
i=1

(1 + pic(τi) = 1 +
n∑

q=1

cq(p; τ1, . . . , τn) (16)

とすればcq(p : τ1, . . . , τn) ∈ H2q(MF ,C)はワイル群のH∗(MF ,C)
への作用で不変だから

cq(p; τ1, . . . , τn) = π∗(cq(ξ(p))) (17)

となるH2q(M,C)の元 cq(ξ(p))がすべての q; 1 ≤ q ≤ nについて
ただ一つ存在する (cf.[6])。pic(τi) = c(τ pii )だから

主張。cq(ξ(p)), 1 ≤ q ≤ n, は ξの仮想 p冪の特製類である。

ξ(p)がM の非アーベル　ド・ラム　コサイクルとして存在す
るかは解らない。もし ω ∈ H1(M,Md);

π∗(ω) = (τ1)
p1 ⊕ · · · ⊕ (τn)

pn

　となる ωが存在すれば ξ(p) = ωと定義してよい。これが実現
出来るか、また存在しても一意的かは課題である。

M が複素多様体で ξが複素解析的バンドルであるときはこれ
までと同じ議論を複素解析的カテゴリーで出来る。しかしこの
ときは Fn = GL(n,C)/∆(n,C)と取る必要がある。このときは
解析的バンドルとして π∗(ξ)はライン　バンドル τ1, . . . , τnの直
和でなく複合拡大；ξ1 ∗ ξ2を ξ1の ξ2による拡大として

π∗(ξ) ∼= τ1 ∗ · · · ∗ τn
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となる。よってライン　バンドル τ1の τ2による拡大があるとき
τ p11 の τ p22 による拡大が非アーベル　ド・ラム　コサイクルとし
て（複素解析的カテゴリーで）定義できるかが問題となる。

キャンベルーハウスドルフの公式との関係
非アーベル　ゲージの分数冪の定義がうまくできないのは G

が可換でなければ : U → G, g : U → Gのとき f pgp = (ＦＧ）p

が必ずしも成立しないからである。この障害は (Uが小さいとし
て）logF = f, logG = gとすればキャンベルーハウスドルフの
公式から

FG = efeg = ef+g+CH(f,g)

となるのでCH(f, g)で与えられる。F pGp = ep(f+g)+CH(pf,ph);

CH(pf, pg) =
∑

p≥2 p
nCHn(f, g)である。よってF pGp = (FG)p,

p ∈ C が成立するには [f, g] = 0が必要充分である。
FGH = Iであれば

FGH =ef+g+CH(f,g)eH = ef+g+h+CH(f,g)+CH(f+g+CH(f,g),h)

=efeh+g+CH(g,h) = ef+g+h+CH(g,h)+CH(f,g+h+CH(g,h)) = eN

eN = I, 単位行列、である。これから (FGH = Iでなくても）

CH(f, g) + CH(f + g + CH(f, g), h)

=CH(g, h) + CH(f, g + h+ CH(g, h)) (18)

が得られる。
p ∈ Cであれば

F pGpHp =ep(f+g+h)+CH(pf,pg)+CH(pf+pg+CH(pf+pg+CH(pf,pg),ph),

(19)

(FGH)p =ep(f+g+h)+pCH(f,g)+p(CH(f+g+CH(f,g),h) (20)

である。FGH = I（または定数行列）であれば

dx(f + g + h+ p−1(CH(pf, pg) + CH(pf + pg+

+ CH(pf + pg + CH(pf, pg), ph)))|p=1 = 0,

である。f + g + hは pに関係しないので p ̸= 1でこの式が成立
する可能性は低い。言い換えれば本質的にアーベル　ゲージで
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ある場合を除けばゲージの分数冪から直接非アーベル　ド・ラ
ム　コサイクルを得る可能性は低いように思われる。しかしGd

に値をとる２－コチイン gUV ; gUV = efUV のとき

d(fUV + fVW + fWU + cH(fUV + fVW + CH(fUV + fVW+

+ CH(fUV + fVW + CH(fUV + fVW + CH(fUV , fVW ), fWU)) = 0

(21)

が　ド・ラム類の対数が考えられるかと言う問題に役立つかも
しれない。

5 ゲージ場の分数冪と分数冪の級数

この節ではM \Sが（複素）n-次元の平坦なスタイン多様体で
あると仮定する (cf.[7])。
仮定からM\Sには独立でM\Sで定義された正則関数z1, . . . , zn

が存在する。p1, . . . , pnを自然数とすれば z
1/pi
i は S に分岐点と

特異点をもつM \ S の多値関数である。ξ|(M \ S)が自明であ
れば (ξ ⊗ ΛT ∗(M))[1/p]|(M \ S)の解析的切断は z

1/p1
1 , . . . , z

1/pn
n

の解析的な関数である。ただしΛT ∗(M)はMの複素解析的）微
分形式のバンドルであり 1/p = (1/p1, . . . , 1/pn)である。従って
M \ S で ξに係数をもつ（複素解析的）微分形式を考えるとき
は z

1/p1
1 , . . . z

1/pn
n を変数として扱える。ただし x

1/pi
i は S に分岐

点だけでなく特異点を持つ可能性が有るので係数となる関数は
z
1/p1
1 , . . . , z

1/pn
n のテーラー級数でなくローラン級数を考える必要

がある。しかし分数冪微分の観点からは以下に説明するように
こでは自然である。
簡単の為 n = 1とし z1/pの級数を考える。

d1/p

dz1/p
zm/p =

Γ(1 +m/p)

Γ(1 + (m− 1)/p）
z(（m−1)/p）

だからm = Np, N は負の整数でなければ
d1/p

dz1/p
zmpは定義でき

m = (1−N)p, Nは自然数でなければ
d1/p

dz1/p
zm/p ̸= 0である。し

たがって z1/pの冪級数環C[[z1/p]]は分数冪微分
z1/p

dz1/p
の作用では
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閉じないがローラン級数環をCL[[z
1/p]]と書けば

d1/p

dz1/p
: CL[[z

1/p]] → CL[[z
1/p]] (22)

である。ただし z−nには
d1/p

dz1/p
は定義できないし

d1/p

dz1/p
の像にな

る事もない。

dq/p

dzq/p
zm/p =

Γ(1 +m/p)

Γ(1 + (m− q)/p)
z(m−q)/p

だから
dq/p

dzq/p
もCL[[z

1/p]]からCL[[z
1/p]]への写像となる。

(m− 1)/p, . . . , (m− q + 1)/pがすべて負の整数でなければ

dq/p

dzq/p
= (

d1/p

dz1/p
)q

だが (m− j)/pが 1 ≤ j ≤ q − 1のどれかで負の整数となればこ

の式は成り立たない。これは
d1/p

dz1/p
z1/p−m = 0から起きる。しか

しこのような不都合だけでなく　この式から

d1/p

dz1/p
ep(λ

pz) =λep(λ
pz), (23)

ep(λ
pz) =

∑
m≥1−p

1

Γ(1 +m/p)
(λpz)m/p (24)

などの有用な公式がえられる (cf.[4])。一般化ミッターハ・レフ
ラー関数 (cf.[5])

Eρ(z;µ) =
∞∑
k=0

zk

Γ(µ+ k/ρ)

を使えばk = m+p−1とおいてep(z) = zp−1
∑∞

k=0

zk/p

Γ(1− 1/p+ k/p)
だから

ep(z) = z1−1/pEp(z
1/p; 1− 1/p) (25)

と書ける。

問題。これらの計算をつかってΛT ∗(M)[p]|M \Sに微分形式の
分数冪を定義できないか？またそれからM の微分形式の分数冪
が定義できないか？

12



ξ[c]は c = (c1, . . . , cn)は ciが無理数でも定義できる。しかし１
変数の場合でも cが無理数であれば

CL[[x
c]] ∩ CL[[x]] = {0}

だから微分作用素
d

dx
を使うには２元生成の環CL[[x, x

c]]を考え

る必要があり cが有理数の時と大きく違うようである。

、
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