
分数冪微積で現れた群の完備化

浅田　明

1 はじめに

分数冪微積で現れた群とリー環についてこれまでに

得られたことを中心に話題をまとめておく。

適当な関数空間の上では { da

dxa
|a ∈ R}と {xa|a ∈ R}

は１経数群であり生成作用素は其々log(
d

dx
), log xで

ある。この２つの１経数群から生成される群GRと、

log(
d

dx
)と log xから生成されるリー環 gRは

R[f(s)](ｘ) =

∫ ∞

−∞

xs

Γ(1 + s)
f(s)ds,

da

dxa
R[f(s)](x) = R[f(s+ a)](x),

を用いると　それぞれ { Γ(1+s)
Γ(1+s−a)|a ̸= 0}を生成元とす

る乗法による自由アーベル群ARのR = {τa|a ∈ R}に
よる拡大; τaf(s) = f(s+ a), および

d

ds
とΨ(1 + s)か

ら生成されるリー環、と同型になる。形式的にはAR

は０でない実数全体；{a ∈ R, a ̸= 0},を生成元とする
自由アーベル群である。

Rで変換しなければARは分数冪オイラー微分{Ea
ℓ |a ̸=

0}, Ea
ℓ = xa

da

dxa
, から生成された自由アーベル群で

ある。
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gRはΨ(1+ s)から生成される唯一の極大イデアル a

をもちベクトル空間として

gR = R
d

ds
⊕ a,

である。aはΨ(1 + s),Ψ′(1 + s),Ψ(2)(1 + s), . . .を基

底とするベクトル空間であり、Ψ(n)(1+ s)で生成され

るイデアルを anとすれば

a = ao ⊃ a1 ⊃ a2 ⊃ · · · , ∩n≥0an = {0},

である。a に
∑∞

n=0
an

n!Ψ (n)(1 + s)が完備化すればす

べてのa ∈ Cについて収束するようなノルムを入れそ
の完備化を ā, ānを anの完備化とすれば　写像ϑ;

ϑ(f)(s) =
d

ds
(log f(s)) = f(s)−1df(s)

ds

でAR は ā1の中に同型に移される。

これらの結果は ARは少し欠落がある事を示唆して

いる。この補充の為　変換N ;

N [f(s)](x) =

∫ ∞

−∞
xsf(s)ds,

と正則関数の原点での芽にたいし定義されているボレ

ル変換B;

B[ϕ(ζ)](z) = 1

2πi

∮
e

z
ζ
ϕ(ζ)

ζ
dζ

の逆変換

B−1[f(s)](x) =

∫ ∞

0

e−sf(sx)ds

から得られる公式B−1[log ζ](z) = log z − γ を用いた

拡張を利用する。
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定義から

R[f(s)](x) = N [
f(s)

Γ(1 + s)
](x)

だが　さらにN [δa] = xa, R[δa] =
xa

Γ(1 + a)
, 拡張され

たボレル変換ではB[xa] = xa

Γ(1 + a)
となることから

R = B ◦ N (1)

が成立する。(1)とNは逆を持ちkerBは{x−n|n ∈ N}
で生成されることから kerRは {δ−n|n ∈ N}で生成さ
れる。よってRの定義域として関数の空間などを取れ
ばRは逆をもつ。
これらの変換をもちいればARにボレル変換Bを添加
した自由アーベル群（Rで変換すればARにΓ(1+s)を

添加した乗法による自由アーベル群）A♮
RとそのR =

{τa|a ∈ R}による拡大G♮
Rが補充された群である。形

式的にはA♮
Rは実数全体;{a|a ∈ R},を生成元とする自

由アーベル群である。

ϑは A♮
R でも定義され ϑ : A♮

R → ā は中への同型で

ある。

問題。A♮
Rに適当な位相を入れ　それによる完備化

Ā♮
R が

ϑ : Ā♮
R
∼= ā

となるよう出来るか？　またその時 Ā♮
Rの元を適当な

関数空間の上の作用素と解釈できるか？

これにはまだ不十分な結果しか得られていないが　

Rを用いれば　無限積
∏∞

i=1(Γ(1 + s+ ai))
νiの収束問

題になる。それについては
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命題。0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · とする。ai = ni+ βi,−1
2 <

βi ≤ 1
2　として

∞∑
i=1

|νi|(ni + 1) log(ni + 1) < ∞

であれば　無限積
∏∞

i=1((Γ(1 + s + ai))
νiは |s| < 1

2で

収束する。

を示すことが出来る。なお sの定義域は−1
2より小

さい負の実数をのぞいた複素数全体まで広げられる。

この事から分数冪オイラー微分の無限積の意味づけも

ある程度出来る。

A♮
RはRの元を生成元とする自由アーベル群である。

このような群で自然なものとしてDR;Z;　 δa, a ∈ Rを
生成元とする加法による群、が挙げられる。DR;ZとA♮

R

との間の同型は写像µ−x,Ψ;

µ−x,Ψ(T ) = exp(T

∫ s

−x

Ψ(1 + x+ t)dt),

T =
∑

i niδai ∈ DR;Zで与えれる。ただし δaf(x, t) =

f(x, a) とする。なお積分を０から取ったµ0,Ψ;

µ0,Ψ(T ) = exp(T

∫ s

0

Ψ(1 + x+ t)dt)),

を使えば完全列

0 → Zδ → DR;Z
µ0,Ψ−−→ AR → 0,

が得られる。
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さらにDR;Z ⊗ C = DR;Cの「完備化」として

DR,ℓ1 = {
∑
i

ciδai|∥c∥ =
∑
i

|ci| < ∞},

DR:ℓ1loc = {
∑
i

ciδai|∥c∥ < ∞,

{a1, a2, . . .} is a bounded set}

を導入すれば　これらにもµ−x,Ψが定義できる。

µ−x,Ψ(DR;ℓ1)は A♮
Rの拡大と見られ Ā♮

R;ℓ1 と書く。また

ϑĀ♮
R;ℓ1 = āℓ1も定義される。同様にDℓ1loc

から出発して

A♮
R, aの拡大もえられる。これらはA♮

R, aの適切な「完

備化」の候補である。なお　これらの位相は ℓ1型であ

りG♮
Rに拡張できる。

DR;Cの「完備化」として ℓ2型の

DR;ℓ2 = {
∑
;

ciδai|
∑
i

|ci|2 < ∞,
∑
i

|ai|2 < ∞}

も考えられµ−x;Ψ(DR,ℓ2) = Ā♮
R;ℓ2も定義できさらに

ϑ : Ā♮
R;ℓ2 → ā

も定義できるが tauaは働かない。、

座標系が固定されていればこれらの結果はそのまま

多変数に拡張される。多変数でGR等に対応する群な

どをGRnなどと書く。しかし Ā♮
Rnから āRnへの写像を

得るには gはΨ(1+ s1)ds1, . . . ,Ψ(1+ sn)dsnで生成さ

れたリー環としなければいけない。この時の写像は非

アーベル　ド・ラム理論で重要な ρ = ρℓ;

ρℓ(g) = g−1dg

である。
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Rnの線形変換 T は G♮
Rn, gRn に働き Rn ∼= {τa|a ∈

Rn}, Rn ∼= {
∑n

i=1 ai
∂

∂xi
|(a1, . . . , an) ∈ Rn}を不変に

する。また

A♮
Rn

∼= T ∗(a♮Rn), aRn ∼= T ∗(aRn),

であり　写像 ρ によりT ∗(A♮
Rn)はT ∗(āRn)の中に同型

に移される。よってGをGL(n,Rn)の部分群とし　

G♮
Rn(G)などを∪T∈GT

∗(G♮
Rn)から生成された群などと

すれば

0 → G♮
Rn(G)

ρ−→ Ā♮
Rn(G),

が完全列になる。またGが自己共役な群でMが平坦

で接バンドルの構造群がGであればTM ⊕T∗Mにア

ソシエートした ḡRnをファイバーとするバンドルが構

成できる。

2 GRと gRの構造

定義１。Hを
f(s)

Γ(1 + s)
が s → ±∞で急減少となる

関数の空間とし

Ha1,...,am = {f ∈ H|f(ai − n) = 0, n ∈ N, 1 ≤ i ≤ m}
(2)

とする。

定義から S1 = {a1, . . . , aj}, S2 = {b1, . . . , bk}とす
れば

HS1
∩ HS2

= HS1∪S2
(3)

である。

GRと gRの構造は次の二つの補題からしたがう。
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補題１。f ∈ Haであれば

xaR[f(s)](x) = R[
Γ(1 + s)

Γ(1 + s− a)
τ−af(s)](x) (4)

である。

系 Eℓ = xa
da

dxa
を分数冪（左）オイラー微分とすれ

ば f ∈ Haのとき

EℓR[f(s)](x) = R[
Γ(1 + s)

Γ(1 + s− a)
f(s)](x) (5)

である。なお（右）オイラー微分Er =
da

dxa
· xaでは

ErR[f(s)](x) = R[
Γ(1 + s+ a)

Γ(1 + s)
f(s)](x)

となる。

補題２。f ∈ H0であれば

log xR[f(s)](x) = R[(Ψ(1 + s)− d

ds
)f(s)](x) (6)

である。

補題１は直接計算、補題２は補題１と log x =
∂

∂a
xa|a=0

から導かれる。

なおΨ(s) =
Γ′(s)

Γ(s)
の次の性質も使う。

1. a1, . . . , amがあい異なる実数であればΨ(s+a1), . . . ,

Ψ(s+ am)は (C上）一次独立である。　

2. Ψ(1 + s),Ψ′(1 + s),Ψ(2)(1 + s), . . . は (C上)一次

独立である。

7



Ψ(1 + s+ a)は |s| < 1, |a| < 1− |s|のとき

Ψ(1 + s+ a) = Ψ(1 + s) +
∞∑
n=0

an

n!
Ψ(n)(1 + s) (7)

と展開される。Ψは全平面で一価有利型だから形式的

に (7)の右辺で左辺を表しても混乱は起きない。

(4)から f(s) ∈ ARなら

f(s) =
Γ(1 + s)n1+···+nk

(Γ(1 + s+ a1))n1 · · · (Γ(1 + s+ ak))nk
(8)

である。よってϑf(s)の形式的テーラー展開は　∑∞
n=1 cnΨ

(n)(1 + s)の形になりϑf ∈ ā1となる。

注意。GRの忠実な表現加群は知られていない。しか

しK = (k1, . . . , km)、S = (a1, . . . , am) とし f ∈ H か

つf(s)はai−nでki位か其れ以上の位数の零点を持つ

ようなfの加群をHS;K とすれば有限個のg1, . . . , gm ∈
GRの積についてはAS;Kを使って「忠実」に表現でき

る。いっぽう gRはH0;∞ = ∩n≥1H0;nで表現できる。

これらの観察からARにΓ(1+ s)を添加した群A♮
Rが

より自然な群と推測される。A♮
Rは{Γ(1+s+a)|a ∈ R}

から乗法で生成された自由アーベル群である。Rで変
換しなければARは分数冪オイラー微分から生成され

る群、A♮
Rはそれにボレル変換Bを添加した群である。

しかし Bを自然に導入することは問題として残って
いる。

ϑで āに同相にうつるようA♮
Rを拡大することが出来

れば　その元は形式的に無限積
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi, or

n∏
i=1

(Eai
ℓ )

νi
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だから　これらの無限積に意味があるかが問題にな

る。

なお分数冪オイラー微分の冪は

(Ea
ℓ )

νxc = (
Γ(1 + c)

Γ(1 + c− a)
)νxc

であたえられる。形式的無限積
∏∞

i=1(E
ai
ℓ )

νiについては

(
∞∏
i=1

(Eai
ℓ )

νi)xc = (
∞∏
i=1

(
Γ(1 + c)

Γ(1 + c− ai)
)νi)xc

である。従って分数冪オイラー微分の冪の無限積∏∞
i=1(E

ai
ℓ )

νiは
∏∞

i=1(
Γ(1 + c)

Γ(1 + c− a)
)νiがある cで収束す

るときには意味がある。なおこの分子は
∑∞

i=1 νiが収

束しなければ意味がないから
∏∞

i=1(E
ai
ℓ )

νiが意味を持

つには
∑

i νiが収束することが必要である。

3
∏∞

i=1(Γ(1 + s+ ai))
νiの計算

この節ではaiは実数とし　ai = ni+βi、−1
2 < βi ≤ 1

2

とする。ただしniは整数である。

Γ(1 + s+ ai) = (s+ ai)Γ(1 + s+ (ai − 1))

=(s+ ai)(s+ ai − 1)Γ(1 + s+ (ai − 2)) = · · ·
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だから

Γ(1 + s+ ai)

=

ni∏
j=0

(1 + s+ (ai − j))Γ(1 + s+ βi), ni > 0, (9)

Γ(1 + s+ ai)

=(

ni∏
j=1

(1 + s+ (ai + j)))−1Γ(1 + s+ βi), ni < 0

(10)

である。(9)から 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · 　であれば
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi

=
∞∏
i=0

ni∏
j=1

(1 + s+ (ai − j))νi(Γ(1 + s+ βi))
νi

となる。ai = ni+βiだから 1+ s+(ai− j)) = 1+ s+

βi + (ni − j)である。よって

(1 + s+ (ai − j))νi = (1 + ni − j)νi(1 +
s+ βi

1 + ni − j
)νi

と書ける。これから
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi

=
∞∏
i=1

(

ni∏
j=0

(1 + ni − j)νi(1 +
s+ βi

1 + ni − j
)νi)(Γ(1 + s+ βi))

νi
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となる。ここで両辺の対数を取れば

log(
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi)

=
∞∑
i=1

ni∑
j=0

νi(log(1 + ni − j) + log(1 +
s+ βi

1 + ni − j
))+

+
∞∑
i=0

νi log(Γ(1 + s+ βi))

である。|βi| ≤ 1
2 だから |s| < 1

2 であれば | log(1 +
s+βi

1+ni−j )| ≤ log 2であり sが固定されれば |1+s+βi| >
ϵ > 0 と取れるから

| log Γ(1 + s+ βi)| ≤ maxϵ<s<2| log(Γ(s))|

と一様有界になる。これと不等式
ni∑
j=0

|νi|| log(1 + ni − j)| ≤ |νi|(ni + 1) log(ni + 1)

から　「はじめに」に書いた命題が成立する。

注意。
∑∞

i=0

∑ni

j=0 νi log(1 +
s+βi

1+ni−j )は

∞∑
i=0

|νi|ni < ∞

であれば収束する。また
∑∞

i=0 νi log(Γ(1 + s+ βi))は

∞∑
i=0

|νi| < ∞

であれば収束する。

sの範囲は s + βiが負の整数を含まない有界領域に
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ふくまれれば条件
∞∑
i=0

|νi|(ni + 1) log(ni + 1) < ∞ (11)

をみたせば収束する。特に sが−1
2より小さい負の実

数でなければ無限積
∏∞

i=1(Γ(1 + s+ ai)
νi)は収束する

から

命題 1。f ∈ H かつ f(s) = 0, s ≤ −1
2であり　さら

に s → ∞で充分急速に減少すれば条件 (11)が満たさ

れるとき
∏∞

i=1(E
ai
ℓ )

νiR[f ]が定義できる。

問題。分数冪オイラー微分の分数冪やその無限積が

現れる意味のある例があるか？

またこれらの例はa0のノルムとしてΨ(1+s),Ψ′(1+

s), . . .で張られた ℓ1空間のノルムを入れるのが便利な

ことを示唆している。この場合

∥
∑
n

an

n!
Ψ(n)(1 + s)∥ =

∑
n

|a|n

n!
= e|a|

だから写像ϑが定義できる。

4 離散デルタポテンシャルの群とA♮
R

Xを可微分多様体 δaを aに台をもつデルタ関数;　∫
X δaf(x)dx = f(a)　とする。加法によりδa; a ∈ Xで

生成される自由アーベル群をDX;Zとする。特にDR;Z

は対応 δa → Γ(1 + s+ a)によりA♮
Rと同型である。し

かしこの対応は実質的な感じがない。以下では別の形

で同型対応をつくる。
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Rのディラック関数を δ = δ0, δc = δ(x− c)とする。

以下では２変数関数 f(x, s)に対し δcf(x, t) = f(x, c)

とする。この約束に従えば T =
∑

k nkδak ∈ DR;Zの

とき∫ s

0

Ψ(1 + x+ t)dt = log(Γ(1 + x+ s))− log(Γ(1 + x)),∫ s

−x

Ψ(1 + x+ t)dt = log(Γ(1 + x+ s)− log(Γ(1)),

だから

exp(T

∫ s

0

Ψ(1 + x+ t)dt) =
∏
k

(Γ(1 + x+ ak)

Γ(1 + x)

)nk,

(12)

exp(T

∫ s

−x

Ψ(1 + x+ t)dt) =
∏
k

(Γ(1 + x+ ak))
nk

(13)

となる。ただし積分は sを変数とする不定積分で sの

動く範囲はは十分大きい；s > maxk{nk}; とする。

定義２。DR;ZからA♮
Rへの写像µ0;Ψ とµ−x,Ψを

µ0;ΨT = exp(T

∫ s

0

Ψ(1 + x+ t)dt), (14)

µ−x;ΨT = exp(T

∫ s

−x

Ψ(1 + x+ t)dt) (15)

で定義する。

定義と (12),(13)から

1. µ0;ΨはDR;ZからARの上への準同型写像でkerµ0;Ψ =

{nδ|n ∈ Z} である;

0 → Zδ → DR;Z
µ0;Ψ−−→ AR → 0,
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は完全列である。

2. µ−x;ΨはDR;ZからA♮
Rへの同型写像である；

µ−x;Ψ : DR;Z ∼= A♮
R.

DX;Z⊗CをDX;Cと書く。DR;Cに適当なノルムを入れ

それによる完備化を D̄R;Cとかく。定義から T ∈ D̄R;C

なら形式的に

T =
∞∑
i=1

νiδai

と書ける。Tn =
∑n

i=1 νiδaiとすれば

µ−x;ΨTn =
n∏

i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi

だから

lim
n→∞

n∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi(=

∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi)

が存在すれば

µ−x;ΨT = lim
n→∞

µ−x;ΨTn(=
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
νi) (16)

でµ−x;ΨT を定義する。

なおµ0;ΨT も
∑∞

i=1 νiが存在することを仮定して

µ0;ΨT =

∏∞
i=1(Γ(1 + s+ ai))

νi

Γ(1 + s)
∑∞

i=1 νi
(17)

で定義できる。定義から kerµ0;Ψ = Cδである。

DR;Zにもτaが働く:τaδc = δc−a. よってDR;Zの{τa|a ∈
R} ∼= Rによる拡大が定義できる。それはG♮

Rと同型

な群である。
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注意。ここでの議論では　Ψ(1+ s)の次の性質しか

使っていない:

1. Ψ(1+ s)は原点で正則で全平面で１価有利型であ

る。

2. Ψ(1 + s),Ψ′(1 + s),Ψ(2)(1 + s), . . . は１次独立で

ある。

Ψ(1+ s)以外でこの条件を満たす関数を用いて意味の

ある写像が作れるかは問題である。

5 DR;Zの拡大とA♮
Rの完備化

DR;Z ⊗ C = DR;Cとする。DR;Cの拡大として c =

(c1, c2, . . .)としてベクトル空間

DR;ℓ1 = {
∑
i

ciδai|∥c∥ =
∑
i

|ci| < ∞}, (18)

DR:ℓ1loc = {
∑
i

ciδi|∥c∥ < ∞,

{a1, a2, . . .} is a bounded set} (19)

を考える。

補題３。C(R)をR上の連続関数全体に広義一様収
束で位相をいれた空間、Cb(R)をR上の有界連続関数

全体に∥f∥ = supx∈R|f(x)|でノルムを入れたバナハ空
間とする。この時

DR;ℓ1 ⊂ Cb(R)†, DR,ℓ1loc ⊂ C(R)†, (20)

である。
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証明。f ∈ Cb(R), T =
∑

i ciδai とすれば形式的に

Tf =
∑

i cif(ai)だが f ∈ Cb(R)だから |f(x)| ≤ Mと

なるMが存在する。よって

|
∑
i

cif(ai)| ≤
∑
i

|ci||f(ai)| ≤
∑
i

|ci|M = ∥c∥M,

となる。さらに ∥f − g∥ ≤ ϵ なら |Tf − Tg| ≤ ∥c∥ϵだ
からT ∈ DR:ℓ1である。

T =
∑

i ciδai ∈ DR;ℓ1locであれば |ai| ≤ M となるM

が存在する。f ∈ C(R)であれば |f(x)| ≤ N, |x| ≤ M

となるNが存在するから

|Tf | = |
∑
i

cif(ai)| ≤ ∥c∥N,

となって T ∈ C(R)† がえられる。よって補題が成立
する。

T =
∑∞

i=1 ciδaiのときTn =
∑n

i=1 ciδai とし (16)に同

様にµ−x,ΨT , µ0,ΨT を定義する；

µ−x,ΨT = lim
n→∞

µ−x;ΨTn, µ0,ΨT = lim
n→∞

µ0;ΨTn.

DR;ℓ1, µ−x;Ψなどをつかって群

A♮
R;ℓ1 = µ−x;ΨDR;ℓ1, A♮

R;ℓ1loc
= µ−x;ΨDR:ℓ1loc

を定義する。定義から f(s) ∈ A♮
R;ℓ1であれば f(s) =∏∞

i=1(Γ(1 + s + ai))
ci, ∥c∥ =

∑∞
i=1 |ci| < ∞ であり,

f(s) ∈ A♮
R;ℓ1loc

であれば　さらに |ai| ≤ N, i = 1, 2, . . .

となるN > 0が存在する。

補題４。写像ϑ : A♮
R:ℓ1loc

→ āが定義できる。
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証明。形式的には

ϑ(
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
ci) =

∞∑
i=1

ciΨ(1 + s+ ai)

となる。āではΨ(1+ s+ ai) =
∑∞

n=0

(ai)
n

n!
Ψ(n)(1 + s)

だから āの元としては

ϑ(
∞∏
i=1

(Γ(1 + s+ ai))
ci =

∞∑
i=1

ci(
∞∑
n=0

(ai)
n

n!
Ψ(n)(1 + s)

=
∞∑
n=0

1

n!
(

∞∑
i=1

ci(ai)
n)Ψ(n)(1 + s)

である。ここで |ai| ≤ Nをつかうと

|
∞∑
i=1

ci(ai)
n| ≤

∑
i

|ci|Nn ≤ ∥c∥Nn,

となる。よって f(s) =
∏∞

i=1(Γ(1 + s + ai))
ci ∈ A♮

R;ℓ1loc
とすれば ϑf の āでの基底 Ψ(n)(1 + s)による展開を∑∞

n=0

bn
n!
Ψ(n)(1 + s)とすれば |bn| ≤ {c∥Nnである。

よってϑf ∈ ā となって 補題が成立する。

補題３はDR;Zの拡大に入れる位相としては ℓ1型が

適切なことを改めて示唆している。従ってa♮に入れる

位相も ℓ1型が適切なことが推測される（§3参照）。し
かし次節で述べるように ℓ2型位相も意味があるよう

である。

注意。aにℓ2型の位相を入れれば核関数
∑

n λnΨ
(n)(1+

s)Ψ(n)(1 + t)が (s, t) = (0, 0)の近傍で収束するには

λn =
ρn

(n!)2
, |ρ| < 1,
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と取るのが良い。この場合

en(s) =
ρn

n!
Ψ(n)(1 + s), n = 0, 1, 2, . . . ,

を正規直交規定にとるのが適切だがそうすると∥Ψ(n)(1+

s)∥ =
n!

|ρ|n
となるから

∑
n

an

n!
Ψ(1 + s)は |a| < |ρ|の時

に限り収束するので写像 ϑ : A♮
R;ℓ1loc

→ āはA♮
R;ℓ1loc

の一

部でしか定義できない。

6 ℓ2型位相

定義３。C1,0
0 (R)をRの連続関数fでf(0) = 0, x = 0

の近傍で微分可能な関数の空間に {fn}が f に広義一

様収束、ある ϵ > 0があって |x| < ϵで広義C1-収束す

るとき limn→∞ fn = fと定義して位相を入れた空間と

する。

補題５。f(x) ∈ C1,0
0 (R)であれば

∑
n |an|2 < ∞のと

き
∑

n |f(an)|2 < ∞である。

証明。a = (a1, a2, . . ., ∥a∥ = |
∑

n |an|2|1/2 とする。
∥a∥ < ∞だから limn→∞ |an| = 0である。よって任

意の ϵ > 0にたいしNϵがあって n > Nepsilonなら

|an| < ϵである。一方 f ∈ C1,0
0 (Rだから ϵが十分小さ

ければ |f(x)| < C|x|となるC > 0がある。従って有

限個の anを除き |f(an)| < C|an|となるから補題が成
立する。

命題２。T =
∑

n cnδanとする。
∑

n |cn|2 < ∞,∑
n |an|2 < ∞であればT ∈ C1,0

0 (R)† である。

証明。c = (c1, c2, . . .), a = (a1, a2, . . .), f(a) =　

(f(a1), f(a2), . . .)とすれば　仮定と補題５からc, f(a) ∈

18



ℓ2(N)である。よって ℓ2(N)での内積を (·, ·)として

Tf(x) = (c, f(a))

となって命題が成立する。

なおC1
0(R)をC1-級の関数＄ｆ＄で f(0) = 0となる

ものの空間に（広義）C1-位相を要れたものとしても

T ∈ C1
0(R)†である。

命題２から

DR;ℓ2 = {
∑
i

ciδai|
∑
i

|ci|2 < ∞,
∑
i

|ai|2 < ∞}

(21)

とすれば

DR;ℓ2 ⊂ C1,0
0 (R)† (22)

である。

注意。
∑

i |ai|2 < ∞ならb ̸= 0のとき limn→∞
∑n

i=1 |ai+
b|2 = ∞だから τbはDR;ℓ2には働かない。

DR;ℓ2をつかって

A♮
R;ℓ2 = µ−x;ΨDR;ℓ2

を定義する。τa, a ̸= 0はA♮
R:ℓ2に働かないからA♮

R;ℓ2の

R = {τa|a ∈ R}によ拡大は定義できない（G♮
R;ℓ2は定

義できない）。

命題３。写像ϑ : A♮
R;ℓ2 → āが定義できる。

証明。f(s) ∈ A♮
R;ℓ2であれば　形式的に

f(s) =
∞∏
i=1

Γ(1 + s+ ai)
ci,
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∑
i |ai|2 < ∞,

∑
i |ci|2 < ∞である。よって形式的には

āの「元」としては

ϑf(s) =
∞∑
i=1

ciΨ(1 + s+ ai) =
∞∑
i=1

ci(
∞∑
n=0

ani
n!
Ψ(n)(1 + s))

=
∞∑
n=0

1

n!
(

∞∑
i=1

cia
n
i )Ψ

(n)(1 + s)

となる。以下　 an = (an1 , a
n
2 , . . .), a = (a1, a2, . . .),

c = (c1, c2, . . .), また supi{|a1|, |, a2|, . . .) = M とお

く。M ≤ 1であれば |ai|n ≤ |ai| となるから ∥an∥ ≤
∥a∥である。M > 1であっても有限個の aiを除けば

|ai| ≤ 1だから ∥an∥ < ∞である。ここで bi =
ai
M

,

b = (b1, b2, . . .) とすれば ∥bn∥ ≤ ∥b∥で

∥an∥ = Mn∥bn∥ ≤ Mn∥b∥

となる。よってシュワルツ不等式から

|
∞∑
i=1

cia
n
i | = |(c, an)| ≤ ∥c∥∥an∥

≤

∥a|∥a∥ M ≤ 1

Mn∥a∥∥b∥ M > 1

である。従ってϑf(s)は āの元として収束する。よっ

て命題が成立する。

この命題ではaの位相については
∑i

n=0 nftyCnΨ
(n)(1+

s)が |Cn| ≤ M
Ln

n!
であれば収束する事しか要求してい

ない。この要求を満たす内積、たとえば

(Ψ(n)(1 + s),Ψ(m)(1 + s)) = δn,mKn. |Kn| ≤ n!1−ϵ
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が自然に aに定義できるかは問題である。

7 多変数の場合

変換RのRnへの拡張R = RX, x = (x1, . . . , xn)は

Rx[f(s)](x) =

∫
Rn

n∏
i=1

xsii
Γ(1 + si)

f(s）ds,

s = (s1, . . . , sn), ds = ds1 · · · dsn、だから

Rxi
[f(s)](x) =

∫ si=∞

si=−∞

xsii
Γ(1 + si)

f(s)dsi

とすれば

Rx = Rxi
◦ · · · ◦ Rxn

(23)

である。a = (a1, . . . , an)、
∂a

∂xa
=

∂a1

∂xa11
· · · ∂an

∂xann
　と

すれば fが適当な条件を満たせば

∂a

∂xa
Rx[f(s)](x) = R[τaf(s)](x),

τaf(x) = f(x+ a), である。

Nx 等を同様に定義すれば

Rx = Bx ◦ Nx, (24)

Rx = (Bx1
◦ Nx1

) ◦ · · · ◦ (Bxn
◦ Nxn

) (25)

である。これらから { ∂a1

∂xa11
, . . . ,

∂an

∂xann
|(a1, . . . , an) ∈ Rn}

と{xa11 , . . . , xann |(a1, . . . , an) ∈ Rn}で生成される群GRn

は { Γ(1 + s1)

Γ(1 + s1 − a1)
, . . . ,

Γ(1 + sn)

Γ(1 + sn − an)
|

(a1, . . . , an) ∈
n︷ ︸︸ ︷

R× × · · · × R×}, R× = R \ {0}, から乗
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法で生成される群ARnを {τaa ∈ Rn} ∼= Rn で拡大し

た群と同型である。Rxで変換しなければARnは

Ea
i: ℓ = xai

∂a

∂xai
として{Ea1

1:ℓ, . . . , E
an
n;ℓ|(a1, . . . , an) ∈ Rn}から生成され

た群である。

A♮
Rの多変数化A♮

Rnは{Γ(1+si+ai)|1 ≤ i ≤ n, (a1, . . . , an) ∈
Rn}から乗法で生成された自由アーベル群と同型であ
りRxを経由しなければ　これは ARnに Bx1

, . . . ,Bxn

を添加した群である。定義から

補題６。f(s) ∈ A♮
Rnであれば

f(s) = f1(s1) · · · fn(sn)

と変数分離される。とくに総ての sについて f(s) ̸= 0

であれば ρf = ρℓf = f−1dfとして

ρf(s) =
n∑

i=1

fi(si)
−1dfi(si)

dsi
dsi (26)

である。

一方 log(
∂

∂x1
), . . . , log(

∂

∂xn)
)と log x1, . . . , log xnで生

成されたリー環 gRnは
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
とΨ(1 + s1), . . . ,

Ψ(1 + sn)から生成されたリー環と同型である。しか

し補題３からA♮
Rnからの写像を得るためには gRnの生

成元としてはΨ(1+ si)でなくΨ(1+ si)dsiを取らなけ

ればいけない。この場合でも

Ψ(1 + si)dsi,Ψ(1 + sj)dsj]

=Ψ(1 + si)Ψ(1 + sj)dsi ∧ dsj−
− (−1)1×1Ψ(1 + sj)Ψ(1 + si)dsj ∧ dsi = 0
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だからリー環の構造は変わらない。以下では gRn は

Ψ(1 + si)dsi, 1 ≤ i ≤ nで生成されたものとする。

生成元をこう取り替えれば ρ : A♮
Rn → āRnが中への

同型になる：

0 → A♮
Rn

ρ−→ āRn

が完全列になる。

この生成元の取り替えはρ : A♮
Rn → āRnが定義される

ための便宜的なものに見える。実質的な意味を探るの

は課題である。しかしρは非アーベル　ド・ラム理論で

重要なのでA♮
Rnや āRn等が非アーベル　ド・ラム理論

と関係していることを示唆しているのかもしれない。

写像µ0;Ψ, µ−x,Ψの高次元化として自由アーベル群DRn;Z

からARn、A♮
Rnへの写像µ0;Ψ, µ−x;Ψは

µ0;ΨT = exp(T
n∑

i=1

∫ si

0

Ψ(1 + xi + ti)dti), (27)

µ−x;ΨT = exp(T
n∑

i=1

∫ si

−xi

Ψ(1 + xi + ti)dti) (28)

で定義できる。特にµ−x;Ψ : DRn;Z ∼= A♮
Rnである。DRn;C

の完備化やそれに関連したaRnの位相に関する議論は

５節・６節での議論を移せ特に新しい問題は無いよう

である。

問題。XがRnでない場合µ−x;Ψのような写像が定義

できるか？　例えばX = T n; n-次元トーラスであれ

ば出来るか？。DTn:ZにはT nが作用するからT nによ

る拡大が定義できる。この拡大の元は何らかの意味で

の作用素としての解釈ができるか？
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8 線形変数変換

T ∈ GL(n,R)とすれば　T は {τa|a ∈ Rn}と　
{
∑n

i=1 ai
∂

∂xi
|(a1, . . . , , an) ∈ Rn}を全体として不変に

する。一方TはA♮
Rn, aRnに働き同型な群（リー環）に

移すが固定はしない。

定義４。G ⊂ GL(n,R)する。∪T∈gTA
♮
Rnから生成さ

れた群をA♮
Rn(G)とする。リー環aRn(G)も同様に定義

する。

τaは A♮
Rn(G)に働くから {τa|a ∈ Rn} ∼= Rnによる

A♮
Rn(G)の拡大が定義できる。この群をG♮

Rn(G)とす

る。リー環 gRn(G)も同様に定義する。

定義からT ∈ GであればTの作用はG♮
Rn(G), gRn(G)

を動かさない。また適当なノルムによる aRnの完備化

を ḡRn(g)とすれば ρは A♮
Rn から āRn の中への同型で

ある：

0 → A♮
Rn(G)

ρ−→ āRn(G)

は完全列である。

Gは自己共役（SO(n)など）としM は接バンドル

＄ＴＭ＄がG-バンドルとなる平坦な多様体とする。加

群として

gRn(G) = Rn ⊕ aRn(G)

Rn = {
∑n

i=1 ai
∂

∂xi
|(a1, . . . , an) ∈ Rn} だから Rnの

部分はTM(のファイバー）、aRn(G)はT ∗Mにアソシ

エートしたバンドルのファイバーになる。従ってTM⊕
T ∗MにアソシエートしたgRn(G)をファイバーとした

バンドル gM(G)が構成できる。なおこのバンドルは
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ファイバーが ḡRnに拡張したバンドル ḡM(G)に拡大で

きる。

このバンドルの幾何学的意味やG♮
Rn(g)について同様

の構成が出来るかは今後の課題である。

これは昨年の沼津研究会での話の続きです。予備知

識は昨年の予稿とそれに手を入れた「分数冪微分で現

れた群と離散デルタ・ポテンシャル」　数学・物理通

信５－６　（２０１５）、２－１５　で充分です。

.
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