
拡張されたボレル変換と分数冪微積

1 分数冪微分と変換R, N

Ia(f)(x) =
1

Γ(a)

∫ x

0

(x− t)a−1f(t)dt, ℜa > 0,

で fの a-階の不定積分と定義する。この時

Ia(tc)(x) =
Γ(1 + c)

Γ(1 + c+ a)
xa+c

でありこの右辺はx, a, cについて解析的だから任意の

複素数 a, cについて

da

dxa
xc =

Γ(1 + c)

Γ(1 + c− a)
xc−a

と定義しこれを線形に拡張して分数冪微分を定義す

る。

定義 変換Rを

R[f(s)](x) =

∫ ∞

−∞

xs

Γ(1 + s)
f(s)ds

で定義する。Rの定義域としては例えば f(x)

Γ(1 + x)
が

急減少な関数の全体などを考える。

積分と分数冪微分が交換できれば

da

dxa
R[f(s)](x) =

∫ ∞

−∞

Γ(1 + s)

Γ(1 + s− a)

xs−a

Γ(1 + s)
f(s)ds

=

∫ ∞

−∞

xt

Γ(1 + t)
f(t+ a)dt, t = s− a
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だから

da

dxa
R[τaf ](x), τaf(s) = f(s+ a) (1)

が適当な fにたいして成り立つ。

R[f ](x)の定義域を {x ∈ R|x > 0}とした時、ラプ
ラス型変換L[g](t) =

∫∞
−∞ etsg(s)dsを使えば

R[f ](x) = L[ f(s)

Γ(1 + s)
](log x), t = log x

である。より自然な変換としてN [g(s)](x) = L[g(s)](log x)
を導入する。定義から

N [f(s)](x) =

∫ ∞

−∞
xsf(s)ds

である。しかし　以下ではR[f ](x),N [f ](x)の定義域

としては主にC \ {x ∈ R|x ≤ 0} またはC× = C \ {0}
を使う。

f+(x) =

f(x), x ≥ 0,

0, x < 0.
として変換

R+[f(s)](x) =

∫ ∞

−∞

xs+
Γ(1 + s)

f(s)ds

も使う。これも
da

dxa
R+[f(s)](x) = R+[τaf(s)](x)と

なる。

2 離散な台を持つ超関数と変換R

δc = δ(s− c)とすれば

R[δc] =
xc

Γ(1 + c)
, N [δc] = xc
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である。特にR[δ−n] = 0である。

注意。超関数としては

lim
t→∞

1√
tπ

e−t(x−c)2 = δc　

である。xse−t(s−c)2 = e−t(s−c)2+s log x であり

−t(s−c)2+s log x = −t(s−c− log x

2t
)2+c log x+

(log x)2

4t
,

だからN で変換すれば
1√
tπ

N [e−t(s−c)2](x) = xce
(log x)2

4t ,

である。よってC \ {0}では

lim
t→∞

N [
e−t(s−c)2

√
tπ

](x) = xc(= N [δc])

である。後で説明する拡張されたボレル変換Bを使え
ばR = B ◦ N でありB[sc](x) = xc

Γ(1 + c)
だから

lim
t→∞

R[
e−t(s−c)2

√
tπ

](x) = lim
t→∞

B(N [
e−t(s−c)2

√
tπ

](x)

= lim
t→∞

B[sce
(log s)2

4t ](x) = B[sc](x) = xc

Γ(1 + c)

が成立する。

定義から τaδc = δc−a だから

da

dxa
(R[δc]) =

1

Γ(1 + c)

Γ(1 + c)

Γ(1 + c− a)
xc−a = R[τaδc]

が成立する。しかしR[δ−n] = 0だから

da

dxa
(
db

dxb
R[δc]) =

da+b

dxa+b
R[δc]
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は必ずしも成立しない。一方

R+[δ−n] = δ(n−1)(=
dn−1

dxn−1
δ)

となって
da

dxa
(
db

dxb
R+[δc]) =

da+b

dxa+b
R+[δc]は常に成立

する。

δ
(n)
c =

dn

dsn
δcとすれば

∂n

∂cn
δc = (−1)nδ(n)c

となる。よって

R[δ(n)c ] = (−1)n
dn

dcn
(

xc

Γ(1 + c)
), N [δ(n)c ] = (−1)n(log x)nxc

である。これらから

R[
∞∑
n=0

δn] = ex, N [
∞∑
n=0

δn] =
1

1− x
, |x| < 1,

R[γδ − δ′] = log x, N [δ′] = − log x

等が得られる。特に

R[δ(n)] = (−1)n
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!

dk

dsk
(

1

Γ(1 + s)
)|s=0(log x)

n−k

また δc =
∑

n

(−1)ncn

n!
δ(n)を認めれば

N [
∑
n

(−1)ncn

n!
δ(n)] =

∑
n

cn

n!
(log x)n = ec log x = xc

R[
∑
n

(−1)ncn

n!
δ(n)] = (

∑
n

1

n!

dn

dsn
(

1

Γ(1 + s)
)|s=0)(

∑
n

cn

n!
(log x)n)

=
xc

Γ(1 + c)
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となる。
∑

n

(−1)ncn

n!
δ(n)はシュワルツの意味での超関

数ではないが整関数の空間（位相は広義一様収束）の

上の一般化関数として意味づけられる。

離散デルタ・ポテンシャル T =
∑

n cnδanの形式的

テーラー展開
∑

n

∑
m

cn(−an)
m

m!
δ(m)が意味があるかは

問題である。たとえばT =
∑

n δnのとき∑
n

δn =
∑
n

∑
m

(−n)m

m!
δ(m) =

∑
m

(−1)m

m!
(
∑
m

nm)δ(m)

は意味がないがTs =
∑

n n
−sδnを適当な関数空間の上

の一般化関数と見れば ζ-正則化が使えて

T = −δ

2
−

∞∑
m=1

(−1)mBm+1

(m+ 1)!
δ(m)

が導かれる。この展開に意味を調べるのも問題だろう。

n ∈ NであればR[δn] =
1

n!
N [δn]でありこの対応:

xn → xn

n!
は xnのボレル変換である。整数でない aの

ときこの関係を拡張するにはボレル変換を拡張する必

要がある。

3 拡張されたボレル変換

原点での正則関数の芽f(z) =
∑

n cnz
nのボレル変換

B[f(ζ)](z)は

B[f(ζ)](z) =
∑
n

cn
n!
zn =

1

2πi

∮
e

z
ζ
f(ζ)

ζ
dζ
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で定義される。原点での正則関数の芽の環をO, 有限

指数型関数に積を

f♯g =
d

dx

∫ ∞

0

f(x− t)g(t)dt

で入れた環をExp(C)とすれば

B : O ∼= Exp(C)

である。Oの関数列 {fn}がすべてある {z||z| ≤ ϵ}で
定義されそこで一様収束するときOでの収束、有限指
数型関数の列 {gn}がすべてあるA > 0, B > 0によっ

て |fn(z)| ≤ AeB|z|と抑えられ全平面で広義一様収束

するときExp(C)での収束と定義すればBは位相環と
しての同型になる。

ボレル変換の積分による定義は原点を孤立特異点と

する解析関数g(z)に対しても意味がある。この時g(z)

のローラン展開の主要部をg−(z), g(z)−g−(z) = go(z)

とすれば

B[g] = B[g0]
である。原点を孤立特異点とする解析関数全体を Õと
すれば

B(Õ) = B(O) = Exp(C)
である。しかし Õでは z−nでの掛け算が出来るので

d

dz
B[f(ζ)](z) = B[ζ−1f(ζ)](z)

が得られる。

注意。多変数の場合も

B[f(ζ1, . . . , ζn)](z1, . . . , zn)

=
1

(2πi)n

∫
|ζ1|=ϵ1,...,|ζn|=ϵn

e
z1
ζ1
+···+ zn

ζn
f(ζ1, . . . , ζn)

ζ1 · · · ζn
dζ1 · · · dζn,
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でボレル変換が定義できるがfが原点で特異性を持つ

ときは　例えば

x

x− y
=

1 +
∑∞

n=1 x
−nyn, |x| > |y|,

−
∑∞

n=1 x
ny−n, |x| < |y|,

だから

−1

4π2

∫
|ξ|=ϵ1

∫
η|=ϵ2

e
x
ξ+

y
η

ξ

ξη(ξ − η)
dξdη

=

1, ϵ1 > ϵ2,

0, ϵ1 < ϵ2,

となって ϵ1, ϵ2の大小で異なってくる。一般に f(z)が

Y, 0 ∈ Y で特異性を持つとき

Hn,∗(U \ Y ;Z) = lim
ϵ→0

{Hn(U(ϵ) \ Y ;Z) : rϵϵ′},

とし γ1, . . . , γnをその生成元とし

Bγj [f(ζ)](z)

=
1

(2πi)n

∫
γj

e
z1
ζ1
+···+ zn

ζn
f(ζ1, . . . , ζn)

ζ1 · · · ζn
dζ1 · · · dζn,

とすれば fのボレル変換はBγ[f ]で計算する必要があ

る。

ボレル変換の逆変換は

B−1[f(t)](x) =

∫ ∞

0

e−tf(xt)dt

で与えられる。B−1は有限指数型でない関数にたいし

ても定義できることがある。たとえば

B−1[ζc](z) = Γ(1 + c)zc, B−1[log ζ] = log z − γ
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である。ただしこの初めの式は本来ℜc > −1でしか

成り立たなが、解析接続で任意の cまで成立するとす

る。これから

B[ζc](z) = zc

Γ(1 + c)
, B[log ζ](z) = log z + γ

と定義する。右半平面 {z|ℜz > 0}では (ℜc > −1と

して）広義一様に

lim
ϵ↓0

B[(ϵ+ ζ)c](z) =
zc

Γ(1 + c)
,

lim
ϵ↓0

B[log(ϵ+ ζ)](z) = log z + γ

である。また

B[ζaζb](z) = B[ζa](z)♯B[ζb](z)

が成り立つ。さらにB[log ζ] = ∂

∂a
B[ζa]|a=0だから

B[(log ζ)nζa](z) = ∂n

∂an
B[ζa](z)

で (log z)nzaのボレル変換を定義すれば

B[(log ζ)n](z) =
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
αn−k(log z)

n,

1

Γ(1 + z)
=

∑
n αnz

n、となる。また

B[(log ζ)2](z) = ∂2

∂a∂b
B[ζaζb](z)|a=b=0

=
∂2

∂a∂b
(B[ζa](z)♯B[ζb](z))|a=b=0

= B[log ζ](z)♯B[log ζ](z)
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だから

B[(log ζ)n](z) =
n︷ ︸︸ ︷

B[log ζ](z)♯ · · · ♯B[log ζ](z)

が成り立つ。

例。f ♯n =

n︷ ︸︸ ︷
f♯ · · · ♯fとすれば ζa = ea log ζから

za

Γ(1 + a)
=

∑
n

anB[(log ζ)n](z)
n!

=
∑
n

an(log ζ + γ)♯n

n!
= eγa

(∑
n

(log ζ)♯n

n!

)
となる。よって∑

n

an(log z)♯n

n!
=

e−γa

Γ(1 + a)
za

である。

B[(log ζ)−n]は次のように計算される。∫ ∞

a

xsds = − xa

log x
, |x| < 1,∫ a

−∞
xsds =

xa

log x
, |x| > 1

だから
∫∞
a B[f(s)]ds = B[

∫∞
a f(s)ds]が成立すれば

B[ ζa

log ζ
](x) =

∫ ∞

a

xs

Γ(1 + s)
ds

である。特にB[(log ζ)−1](x) = −R[Y (s)](x)である。

この場合

log(
d

dx
)B[ 1

log ζ
] = B[− log ζ

log ζ
](x) = −1,

− log(
d

dx
)R[Y (s)](x) = −R[

dY

ds
] = −R[δ] = −1
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と検証できる。さらにこれから

B[(log ζ)−n](x) =
(−1)n

(n− 1)!
R[sn−1

+ ](x)

が導かれる。

R[sn+](x) =

∫ ∞

0

xs

Γ(1 + s)
snds

が知られた関数で書き表されるかは今後の問題であ

る。

定義。f(z) =
∑

n cnz
nとする。

B[f(log ζ)](z) =
∑
n

cn(log ζ + γ)♯n

で f(log z)のボレル変換を定義する。

定理. f(z)が有限指数型ならB[f(ζ)](z)は収束する。

証明。仮定からn!|cn| ≤ MCnとなるM > 0, C > 0

が存在する。∑
n

cnB[(log ζ)n](z) =
∑
k

(
∑
n≥k

cnn!αn−k)(log z)
n

で
∑

n≥k |cnn!αn−k| ≤
∑

n≥k MCn−k|αn−k|だから
1

Γ(1 + z)
が整関数なことにより定理が成立する。

また f(za)に対しては

B[f(ζa)](z) =
∑
n

cnB[ζna](z) =
∑
n

cn
Γ(1 + na)

zna

でボレル変換を定義できる。ℜa > 0であればf(za)の

ボレル変換は整関数h(z)によりh(za)と書ける。
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za = ea log zだから形式的には f(za)は log zの冪級数

で書けるはずだが具体的に書き下せるかは問題の様で

ある。

拡張されたボレル変換では

da

dza
B[f(ζ)](z) = B[ζ−af(ζ)](z), (2)

log(
d

dz
)B[f(ζ)](z) = −B[(log ζ)f(ζ)](z) (3)

が成立する。これからたとえば

log(
d

dx
)B[ζ−a](x) = −B[log ζ · ζ−a](x) = − da

dxa
B[log ζ]

である。

4 拡張されたボレル変換と変換R

B[δc] =
xc

Γ(1 + c)
, N [δc] = xcだから

B[δc] = B(N [δc])

である。離散な台を持つ超関数T は　

T =
∑

k≤N

∑
n cn,kδan, {an}は離散集合、と書けるか

ら, 離散な台を持つ超関数の空間の位相は超関数の空

間の部分空間としての位相として

定理。T が離散な台をもつ超関数であれば

R[T ] = B(N [T ]), i.e. R = B ◦ N (4)

である。

N [δa] = za, N [δ(n)] = (log z)n だからボレル変換を

zaの冪級数に対して定義するのはRを離散デルタ・ポ
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テンシャルに対して定義することに当たり、log zの冪

級数に対して定義するのはデルタ関数のテーラー展開

に対してRを定義することにあたる。言い換えれば
離散デルタ・ポテンシャルのテーラー展開を求める問

題とf(za)を log zの冪級数で書き直す問題は実質的に

同値である。

N は逆を持つので (4)から

B = R ◦N−1

である。これを利用して変換B+を

B+ = R+ ◦ N−1

で定義する。B+は {z|ℜz ≥ 0}で定義された超関数
（または一般化関数）と見るのが適切らしい。たとえ

ばB[ζ−n] = 0だが

B+[ζ
−n] = δ(n−1)

である。

例。u(z) = za−1(1− λza)−1(= z−1(z−a − λ)−1)とす

れば

(
da

dza
− λ)B[u(ζ)](z) = B[ζ−1](z) = 0,

(
da

dza
− λ)B+[u(ζ)](z) = B[ζ−1](z) = δ

だからB[u(ζ)](z) は方程式

daU

dza
= λU

の解、B+[u(ζ)](z)は基本解である。
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RとR+ではこの事は次のように書き直せる。
dc

dzc
R[δa] = R[δa−c]でありR+でも同じ式が成り立

つ。よってT =
∑∞

n=1 λ
−nδan−1とすれば

(
da

dza
− λ)R[T ] = R[δ−1] = 0,

(
da

dza
− λ)R+[T ] = R+[δ−1] = δ

となる。

yn(z) = B[ζ−nu(ζ)](z)はすべての n ∈ Nについて
da

dza
yn = λynとなる。aが無理数ならこれらの ynは１

次独立だがaが有理数p/q, (p, q) = 1であればy1, . . . , yp

だけが独立になる。

f1(x), . . . , fn(x)が C1 < 0 < C2で連続で ℜan >

ℜan−1 ≥ · · · ≥ ℜa0とする。方程式
dany

dxan
+ f1(x)

dan−1y

dxan−1
+ · · ·+ fn(x)

da1y

dxa1
= g(x)

はY = Ianyとおけば

Y (x) + f(x)I
an−an−1Y (x) + · · ·+ fn(x)I

an−a1Y (x)

=Y (x) +

∫ x

0

(
f1(x)

(x− t)an−an−1

Γ(an − an−1)
+ · · ·+

+ fn(x)
(x− t)an−a1

Γ(an − a1)

)
Y (t)dt = g(x)

とVolterra 型の積分方程式になるから 0 ≤ x < C2で

は解がある。y(x) = IanY (x)+h(x),
damh

dxan
= 0だから

anが整数でなければh(x)はxan−m, mは自然数、とな

り無限に独立な解がある。ただしx = 0で連続と言う

条件を付けるとℜan ≥ mとなるmだけが許される。
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ℜan = ℜan−1の場合はこの解法は使えない。もっと

も簡単な場合として

L =
dα

dxα
+

dβ

dxβ

を考える。ただしZα + ZβがCの離散集合になると
仮定する。このとき

T µ,ν
α,β;ξ =

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

µ−mν−nδmα+nβ+ξ,

ξ /∈ Zα + Zβと置けば T µ,ν
α,β;ξはシュワルツの意味での

超関数で

ταT
µ,ν
α,β;ξ = µT µ,ν

α,β;ξ, τβT
µ,ν
α,β;ξ = νT µ,ν

α,β;ξ

である。よって何等かの意味でR[T µ,ν
α,β;ξ]が定義でき

れば

LR[T µ,ν
α,β;ξ] = (µ+ ν)R[T µ,ν

α,β;ξ]

となる。この意味付けは今後の問題である。
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