
分数冪微積に関係した 積分変換Rの定義域
浅田　明

1 積分変換R

（超)関数 f(x1, . . . , xn)に対し積分変換R[f ](x)を

R[f(s1, . . . .sn)](x1, . . . , xn) =

∫
Rn

n∏
i=1

xsii
Γ(1 + si)

f(s1, . . . , sn)ds1 · · · dsn

で定義する。x = (x1, . . . , xn)はRn
+ = {x1 > 0, . . . , xn > 0}として x ∈ Rn

+,

x ∈ Cn, xi は 0　または負の実数でない、とする。

また g+(x) =

g(x), x ≥ 0,

0, x < 0
として

R+[f(s)](x) =

∫
Rn

n∏
i=1

xsii,+
Γ(1 + si)

f(s)ds1 · · · dsn

として変換R+を定義する。この時は f は Rn
+で定義されているとする。ま

た xも同じ領域で定義されているとする。

f の定義域を探るのがこれからの問題だがもっとも使いやすいのは∏n
i=1

1

Γ(1 + si)
f(s)が急減少となる場合でこのときは a = (a1, . . . , an) ∈ Rn

であれば

∂a1+···+an

∂xa11 · · · ∂xann
R[f(s)](x) = R[τaf(s)](x), τaf(s) = f(s+ a) (1)

が成り立つ。a ∈ Cn のときも f について適当な条件でこの式は成り立つ。

R; についても同じ式が成立する。また微分の対数 log(
∂

∂xi
)についても

log(
∂

∂xi
)R[f(s)](x) = R[

∂

∂si
f(s)](x)

が成立する。
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f が超関数であってもRは定義できるときがある。特に

δa = δ1,a1 ⊗ · · · ⊗ δn,an, a = (a1, . . . .an)

とすれば

R[δa](x) =
xa11 · · · xann

Γ(1 + a1) · · ·Γ(1 + an)
(2)

である。ただし δi,a(si) = δi(si − a), δi は si-空間での δ-関数とする。この

場合 ai が負の整数なら R[δa] = 0だが R+ では ai がすべて負の整数でなけ

れば

R+[δa](x) =
(xa11 )+ · · · (xann )+

Γ(1 + a1) · · ·Γ(1 + an)

であり、負の整数のときは 1-次元で）

R+[δ−n] = δ(n−1)(=
dn−1

dxn−1
δ)

となる。τcδa = δa−c だから aの成分に負の整数がなければ

∂c1+···+an

∂xc11 · · · ∂xcnn
R[δa] = R[τcδa] (3)

が成り立つ。R+ だとこの式は常に成り立つ。

(2)から

R[
∞∑
n=0

anδn](x) = eax, R[
∞∑
n=0

n!anδn](x) =
1

1− ax

などが得られる。よって離散 δ-ポテンシャル
∑

i ciδai, {ai}は Cn の離散集

合、より一般には離散な台を持つ（シュワルツ）超関数の空間 DCn は Rの
適切な定義域の候補である。

∂

∂c
δc = − ∂

∂x
δc だから

δma = δ(m1)
a1

⊗ · · · ⊗ δmn
an

, m = (m1, . . . ,mn)

とすれば

R[δma ] = (−1)m1+···+mn
∂m1+···+mn

∂am1
1 · · · ∂mn

an

( xa11 · · · xann
Γ(1 + a1) · · ·Γ(1 + an)

)
(4)
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である。特に

R[δ(m)](x) = (−1)n
( m∑
k=0

m!

k!
αm−k(log x)

k
)
,

1

Γ(1 + s)
=

∞∑
k=0

αks
k (5)

となる。

2 δ のテーラー展開とR

1変数関数１ f １が |x| < C で正則で |c| < C であれば

f(c) =
∞∑

m=0

cm

m!

dmf

dxm
(0) =

∞∑
m=0

cm

m!

∫ ∞

−∞
δ(m)fdx

だから

δc =
∞∑

m=0

(−c)m

m!
δ(m)

とテーラー展開される（この右辺はシュワルツの意味の超関数ではない）。

この種の一般化関数を扱うため 有限指数型関数の全体を Exp(C), 整関
数の全体を Ent(C) と置く。位相は Ent(C) では全平面での広義一様収束、
Exp(C)では {fk|k − 0, 1, . . .}がすべての k について |fk(z)| ≤ AeB|z| とな

る A,B > 0が存在し fk が全平面で広義一様収束するとき収束と定義してい

れる。n-変数の場合の同様な空間は Exp(Cn), Ent(Cn)と書く。

集合として Exp(C) ⊂ Ent(C) だが　位相が違うので位相空間としては
部分空間ではない。いずれの空間でも {zn|n ∈ N} は稠密になる。よって
Exp(C) または Ent(C) の双対空間の元 T は {T (zn)|n ∈ N} で決まる。特
に f(z) =

∑
n cnz

n であれば T [f ] =
∑

n cnT [z
n]だから

T ♮ =
∑
n

T (zn)

n!
δ(n)

とおけば T ♮[f ] = T [f ]である。

f(z) =
∑

n anz
n ∈ Exp(C)なら |an| ≤ C

Mn

n!
だから g(z) =

∑
n bnz

n の

とき

|
∑
n

n!anbn| ≤
∑
n

|an||bn| ≤ C(
∑
n

Mn|bn|)
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である。gが整関数のとき
∑

n |bn|zn = ḡ(z)も整関数だからC(
∑

nM
n|bn|) =

Cḡ(M)となり
∑

n n!anbn は収束する。逆にすべての有限指数型関数に対し

て
∑

n n!anbnが収束すれば gは整関数である。なお f̂(z) =
∑

n n!anz
nとお

けば f̂ は原点の近傍で正則で∑
n

n!anbn =
1

2πi

∮
f̂(z)g(

1

z
)
dz

z

となることからも同じ結論が得られる。

Pexp = Pexp(C) = {
∑
m

amδ
(m)|

∑
m

amz
m ∈ Exp(C)}, (6)

Pent = Pent(C) = {
∑
m

bmδ
(m)|

∑
m

bmz
m ∈ Ent(C), (7)

とおけば上の議論から　 T ∈ Pexp, Pent は Ent(C), Exp(C)の上の一般化関
数と解釈出来て

Ent(C)† ∼= Pexp, Exp(C)† ∼= Pent (8)

である。

T ∈ P にたいしては T =
∑

m cmδ
(m) として

d

dx
T =

∑
m

cmδ
(m+1), τaT =

∑
m

am

m!

dm

dxm
T (9)

で作用
d

dx
, τa; a ∈ Cを定義する。

∑
m

am

m!

dm

dxm
T =

∞∑
m=0

(
m∑
k=0

akcm−k

k!
)δ(m)

であり eaxg(x) =
∑

m(
∑m

k=0

akcm−k

k!
)xm, g(x) =

∑
m cmx

m だから　これら

の作用は Pexp, Pent を固定する。

定理１。T ∈ Pexp であればR[T ] = f(log x), f ∈ Exp(C)である。
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証明。T =
∑

m cmδ
(m) とし |cm| ≤

CMm

m!
とする。

R[T ] =
∞∑

m=0

cm
( m∑
k=0

(−1)mm!

(m− k)!
αk(log x)

m−k
)

=
∞∑
k=0

1

k!

( ∞∑
m=k

(−1)mm!cmαm−k(log x)
k
)

であり |cm| ≤
CMm

m!
から

|
∞∑

m=k

(−1)mm!cmαm−k| ≤ CMm
∞∑
n=k

Mm−k|αm−k|

である。ここで 1
Γ(1+s) は整関数だから

∑∞
n=k M

mk|αmk| ≤
∑∞

m=0R
m|αm| =

Rとおける。よって

R[
∑
m

cmδ
(m)] =

∑
k

bk(log x)
k, |bk| ≤

LMk

k!

となってR[T ] = f(log x), f(x) ∈ Exp(C)である。
多変数の場合も Pexp(Cn), Pent(Cn) が同様に定義される。このときも

T ∈ P(Cn)であればR[T ] = f(log x1., . . . log, xn), f ∈ Exp(Cn)となる。

3 Pexp と DC との関係

T ∈ DC は T =
∑K

k=0

∑
m am,kδ

(k)
cm,k, {cm,k}は離散集合、と書ける. δkc =∑∞

m=0

cm

k!
δ(m+k) だが T =

∑
m cmδ

(m) と書けるかは問題である。

例。δn =
∑∞

m=0

nm

m!
δ(m)でありR[

∑∞
n=0 δn]だが δ+

∑∞
n=1(

∑∞
m=0

(−n)m

m!
δ(m))

で和の順序の交換は出来ない。しかし
∑∞

n=1(−n)m−s は ℜs > m+ 1で収束

し (21−s+m − 1)ζ(s−m)となるので
∑∞

n=1(−n)−s
∑∞

m=0

(−n)m

m!
δ(m) を多項
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式の空間の上の一般化関数と見れば

δ +
∞∑
n=1

(−n)−s
( ∞∑
m=0

(−n)m

m!
δ(m)

)
=δ +

∞∑
m=0

∑∞
n=1(−n)m−s

m!
δ(m) = δ +

∞∑
m=0

(21−s+m − 1)ζ(s−m)

m!
δ(m)

が成立する。これを s → 0まで解析接続すれば Bm をベルヌーイ数として

∞∑
n=0

δn =δ +
∞∑

m=1

(2m+1 − 1)ζ(−m)

m!
δ(m)

=δ −
∞∑

m=1

(2m+1 − 1)Bm+1

(m+ 1)!
δ(m) = δ −

∞∑
m=1

(22m+1 − 1)B2m

(2m)!
δ(2m−1)

となる。|(2
m;1 − 1)B2m

(2m)!
| ≃ 2

(2π)2m
だからこの式の右辺は Pexp には属さな

いが
∑∞

m=1

B2m

(2m)!
x2m−1 は原点の近傍で収束する。

PO = {
∑
m

amδ
(m)|

∑
m

amx
m ∈ O}

とおく。関数空間 Gev−(C)を　ある A > 0, B > 0, ϵ > 0があって

|d
mf

dxm
(0)| ≤ ABm(m!)

(m!)ϵ

となる整関数の空間で　 {fn}, fn ∈ Gev−(C) は総ての fn が一様にある

A,B, ϵ で上の不等式を見たし全平面で広義一様収束するとき収束するとし

て位相を入れ T ∈ PO を Gev−(C)の上の一般化関数とみる。
多項式の空間は Gev−(C) で稠密であり s を１より小さい実数とすれば

ζ(s) =
Γ(1− s)

2πi

∫ (0+)

−∞
zs−1

e−z − 1
dz から δ +

∑∞
m=0

ζ(s−m)

m!
δ (2m)は (sが整

数の時を含めて）PO に属する。よって Gev−(C)の上の一般化関数として

R[δ −
∞∑

m=1

B2m

(2m)!
δ(2m−1)](x) = ex(= e(e

log x)) (10)
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が成立する。ただし次節で説明するようにこの式がすべての x ∈ C で成
立するかには問題が残っている (任意の有限区間では f ∈ Gev−(C)に対し∫ B

A f(x)exdxは存在するが
∫∞
−∞ f(x)exdxは必ずしも存在しないなど）。

なお指数関数は Gev−(C) には含まれないが　一般化されたミッターハ・

レフラー関数: Eρ(z;µ) =
∑∞

k=0

zk

Γ(µ+ k/ρ)
の中には Gev−(C)に属するも

のがある。

χ(n)を (nの）ヂィリクレ指標、L(χ, s)を (χで定まる）ヂィリクレ L-関

数とすれば同様の計算で
∞∑
n=0

n−sχ(n)δn = δ +
∞∑

m=1

L(χ, s−m)

m!
δ(m)

が得られるので sinxや cosxなどは PO の元の Rによる像としてあらわさ
れる。しかし一般にRが PO の上で定義できるかは今後の問題である。

問題。
∑

m

am
m!

xm が有用な関数で
∑

n ann
−s が負の実軸まで解析接続され

る数列 {an}にはどのようなものが有るか調べよ。

これに関連して R[
∑

k k!δk](x) =
1

1− x
, |x| < 1 だが

∑
k k!δk が∑

k ckδ
(k) とあらわされるかは疑問である。少なくとも PO の元としてはあ

らわされ無いと思われる。

4 Rとボレル変換

f(x1, . . . , xn) =
∑

m1,...,mn
cm1,...,mn

xm1

1 · · · xmn
n のとき　そのボレル変換

B[f ]は

B[f(s1, . . . , sn)](x1, . . . , xn) =
∑

m1,...,mn

cm1,...,mn

m1! · · ·mn!
xm1

1 · · · xmn
n

=
1

(2πi)n

∫
|s1|=ϵ1,...,|sn|=ϵn

e(
x1
s1
+···+xn

sn
)f(s1, . . . , sn)

s1 · · · sn
ds1 · · · dsn

で定義され

∂

∂xi
B[f(s)](x) = B[s−1

i f(s)](x), B[fg] = B[f ]♯B[g],
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となる。ただし

(f♯g)(x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 · · · ∂xn

∫ x1

0

· · ·
∫ xn

0

f(x− s)g(s)ds

である。そして On を Cn の原点での正則関数の芽の作る代数（積は通常の

積）、Exp(Cn)を ♯-積を入れて代数とすれば代数として

B : On ∼= Exp(Cn) (11)

である。

ボレル変換の逆変換は

B−1[f(x)](s) =

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

e−x1−···−xnf(s1x1 . . . , snxn)dx1 · · · dxn

であたえられるが B−1 は有限指数型でない関数にたいしても定義されるこ

とがある。たとえば

B−1[xa](s) = Γ(1 + a)sa, ℜa > −1, B−1[log x](s) = log s− γ

である。また f ♯n =

n︷ ︸︸ ︷
f♯ · · · ♯f とすれば

∞∑
m=0

tn

n!
(log x)♯n =

e−γt

Γ(1 + t)
xt

が成り立つ。よって (aについて解析接続して）

B[sa](x) = xa

Γ(1 + a)
, B[log s](x) = log x+ γ

とボレル変換を拡張する。さらに

f(x) =
∑

m1,...,mn
cm1,...,mn

(log x1)
m1 · · · (log xn)mn のとき

B[f(s)](x) =
∑

m1,...,mn

cm1,...,mn
(log x1 + γ)♯m1 · · · (log xn + γ)♯mn (12)

の右辺が収束するとき (12)で B[f(s)](x)を定義する。このように拡張され
たボレル変換については

∂ai

∂xaii
B[f(s)](x) = B[s−ai

i f(s)](x), (13)

log(
∂

∂xi
)B[f(s)](x) = −B[log sif(s)](x) (14)
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が成立する。

なおこの場合 B[f ](x)は
n︷ ︸︸ ︷

C× × · · · × C× の多価関数であり B[s−n] = 0だ

が　定義域を {(x1, . . . , xn)|ℜx1 ≥ 0, . . . ,ℜxn ≥ 0} とし B+[s
−n] = δ(n−1)

となるR+ に対応する）変換 B+ も考えられる。

定理２。c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn, m = (m1, . . . ,mn) とし

δ(m)
c = δ(m1)

c1
⊗ · · · ⊗ δ(mn)

cn

とすれば次の式が成立する。

R[δc] = B[xc11 · · ·xcnn ], (15)

R[δ(m)
c ] = (−1)m1+···+mnB[

n∏
i=1

xcii (log xi)
mi] (16)

特に

R[δ
(m1)
1 ⊗ · · · ⊗ δ(mn)

n ]

=(−1)m1+···+mnB[(log x1)m1 · · · (log xn)mn] (17)

である。

証明。R[δc] =
xc

Γ(1 + c)
と B[sc] = xc

Γ(1 + c)
から (15)が成立する。

δb(s) = δ(s− b)から
∂

∂b
δb = −δ

(1)
b から

∂

∂b
R[δb] = −R[δ

(1)
b ]

だから (15)の両辺を c1, . . . , cn で微分して (16)が得られる。

系。f が有限指数型であれば B[f(log s)](x)は定義できる。

証明。(17)から

B[
∑

m1,...,mn

cm1,...,mn
(log x1)

m1 · · · (log xn)mn]

=R[
∑

m1,...,mn

(−1)m1+···+mncm1,...,mn
δ
(m1)
1 ⊗ · · · ⊗ δ(mn)

n ] (18)
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である。よって定理１から系が得られる。

この系からボレル変換は Exp(Cn)log = {f(log x)|f ∈ Exp(Cn)}で定義さ
れるが On は Exp(Cn)log に含まれないのでこの双方を含む適切な空間を拡

張されたボレル変換の定義域として探るのも問題である。

また前節の議論から On,log = {f(log x)|f(x) ∈ On} の元に対する拡張さ
れたボレル変換を調べるのも意味のある問題である。ただしこれが On のボ

レル変換を含むと言う事にはならないと思われる。

またこの場合 f(log x) はある R > 0 があって ∥ log x∥ < R, ∥ log x∥ =√∑
| log xi|2 でしか収束しないから　例えば

B[1−
∑
m

B2m

(2m)!
(log s)2m−1](x) = ex

がどの範囲の xで成立するかは問題として残っている。

なお (15)からは (形式的に）

B[
∑

a1,...,an

ca1,...,anx
a1
1 · · · xann ]

=R[
∑

m1,...,mn

ca1,...,anδ1,a1 ⊗ · · · ⊗ δn,an] (19)

も導かれる。(18)ではm1, . . . ,mnは非負の整数だが (19)での a1, . . . , anは

任意の複素数である。

5 ローラン型展開とボレル変換

(13)から P (X1, . . . , Xn)が定数係数の多項式のとき

P (
∂a1

∂a1
, . . . ,

∂an

∂an
)B[f(s1, . . . , sn)] = B[p(s−a1

1 , . . . , s−an
n )f(s1, . . . , sn)]

である。したがって f が原点の近傍で有利型で f(s) =
g(s)

P (s)
とかけ P (s)が

多項式であれば

P (s1, . . . , sn) = si11 · · · sinn P (s−1
1 , . . . , s−1

n )(= s−IP (s−1))
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として

B[f(s)] = P (
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
)B[ g(s)

s−i1
1 · · · s−in

n

]

となる。分数冪の場合も f(s) =
g(sα)

P (sα)
の形であれば同じような式が成り立

つから有利型関数ノローラン型展開はボレル変換を計算するのに役立つ。

しかし　 f(x)が原点の近傍で特異点を持っていても　そのローラン（ピ

ゾー）型展開
∑

a1,...,am
ca1,...,amx

a1
1 · · · xann が与えられれば形式的に

B[f(s)](x) =
∑

a1,...,am

ca1,...,an
Γ(1 + a1) · · ·Γ(1 + an)

xa11 · · · xann

でそのボレル変換が定義出来るが f(x)のローラン型展開は原点の近傍で意

味を持つとは限らないという問題がある。例えば

1

x− y
=


∑∞

n=0 x
−n−1yn, |x| > |y|,

−
∑∞

n=0 y
−n−1xn, |x| < |y|

である。以下では座標の順 x1, . . . , xn を固定し　 σ ∈ Sn とし ϵ1 < ϵ2 <

· · · < ϵn,

γσ = {(x1, . . . , xn)||xσ(1)| = ϵ1, . . . , |xσ(n)| = ϵn}

とする。原点の近傍で有利型な f の特異点が ∪i,j{xi ± xj = 0}に含まれる
とすれば

Bγσ [f(s)](x) =
1

(2πi)n

∫
γσ

e(
x1
s1
+···+xn

sn
)f(s1, . . . , sn)

s1 · · · sn
ds1 · · · dsn

は領域 |xσ(1)| < |xσ(2)| < · · · < |xσ(n)| で収束する f のローラン型展開を

使ったボレル変換である。

σ のローラン型展開への影響を見るために２変数 (x, y) の場合を考え

f τ(x, y) = f(y, x), f(x, y) = f+(x, y) + f−(x, y),

f+(x, y) =
f(x, y) + f(y, x)

2
, f−(x, y) =

f(x, y)− f(y, x)

2
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とする。f τ
+ = f+, f

τ
− = −f− である。領域D1 = {(x, y)||x| > |y|}でのロー

ラン型展開は

f+(x, y) =
∑
n≥m

an,m(x
nym + xmyn), f−(x, y) =

∑
n≥m

bn,m(x
nym − xmyn)

と書ける。一方 f(x, y) =
∑

n,m cn,mx
nym, |x| > |y| とすれば f̌(y, x) =∑

n,m cn,my
nxm は D2 = {(x, y)||x| < |y|} で収束するローラン型級数であ

る。領域の境界 {(x, y)||x| = |y|}では f の D2 でのローラン型展開と f̌ は
f τ

f̌
の積で変換される。

ボレル変換では

B[f±] = B[f ]±

が成り立つが　さらに fα(x, y) = f(xα, yα)としても

B[fα
±] = B[fα]±

が成立する。よって B[fα] をローラン型展開を使って計算するときは f の

ローラン型展開の接続と同じような接続をすればよい。これに対し α ̸= β

であれば f(xα, yβ)のローラン型展開を使ったボレル変換の計算は簡単では

ない。また f(x, y)α だと　例えば

(x+ y)α =

xα +
∑∞

k=1
a(a−1)···(a−k+1)

k! xα−kyk, |x| > |y|

yα +
∑∞

k=1
a(a−1)···(a−k+1)

k! xkyα−k, |x| < |y|

だから接続は簡単ではない。これらをはっきりっせるのは今後の問題で

ある。
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