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1 問題の提起
fj(x)を n-変数多項式とし乗法関数

Φ(x) = f1(x)
λ1 · · · fm(x)λm

の積分

Jλ(φ) =

∫
z

Φ(x)φ(x)ϖ, (ϖ = dx1 ∧ · · · ∧ dxn) (1)

φ(x)ϖ ∈ Hn
∇(X,Ω

·)

は　指数 λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Cmに関してホロノミックな線形差分方程
式系を満たす. その階数は対応する　 n次元ツイスト de Rham コホモロ
ジー　Hn

∇(X,Ω
·)の次元に等しい. ここでX := Cn −

∪m
j=1{fj = 0}.

Hn
∇(X,Ω

·) の適当な基底φjϖ (1 ≤ j ≤ κ)でφj は λ によらないものが
選べるものと仮定する.

Zm の標準基底　 εj (1 ≤ j ≤ m)に関する λ =
∑m

j=1 λjεj のシフト

Tεj ;λ→ λ+ εj
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により　積分 (1) は　 j毎に隣接変換 (contiguity relation)である差分方
程式系を満たす　:

TεjJλ(φk) = Jλ+εj(φk)

=
κ∑

l=1

Jλ(φl) aj;lk(λ) (1 ≤ k ≤ κ). (2)

よく知られた一般論 (Grothendieck- Deligne)により　等式 (2)は　Hn
∇(X,Ω

·)

における n-次微分型式　 φkϖの間の対応するコホモロジーの関係

Mfj(φkϖ) ∼
κ∑

l=1

φlϖaj;lk(λ) (3)

と同等である. ただし　作用素Mg は　掛け算演算子 : Mg(φϖ) = gφϖ

を表す.

今有理的な一方向　ν = (ν1, . . . , νm) ∈ Zm−{0}および　始点λ′ ∈ Cm

を一つ固定し

λ = λ′ +Nν (N = 0, 1, 2, . . .) (4)

と置いて　N → ∞に関する (1)の ν方向での漸近展開を考察する.

一般に κ× κ の行列Aj(λ) = (aj;kl(λ))の成分は λの有理関数である.

次の仮定をおく. λが (4)を満たすときN → ∞に対して

Aj(λ) = A
(0)
j +O

( 1
N

)
.

このとき　Aj(λ)の適当な generecity の条件のもとで　A
(0)
j は互いに可

換である.

簡単のために ν = (1, 1, . . . , 1)の場合を考察する.

F (x) :=
m∑
j=1

log fj

対応する対数微分
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ω = dF =
m∑
j=1

d log fj

が定義される. ω = 0を満たすXの点は方程式系

∂F

∂xk
=

m∑
j=1

1

fj(x)

∂fj(x)

∂xk
= 0 (1 ≤ k ≤ n) (5)

を満たすXの点 (ℜF の臨界点)すなわち勾配ベクトル gradℜF のゼロ点
と同じである. 実際ℜF の臨界点が全て非退化ならば　 (5)を満たすXの
点の個数は　 κ個に等しくそれはまた 空間　Xの　Euler標数の絶対値
に等しい. 超平面配置の場合は臨界点は全て実点であって, それぞれ有界
な部屋に一個ずつ存在する.

ℜF の臨界点が全て非退化と仮定する.

(5)を満たすX の点を cj (1 ≤ j ≤ κ), cj を臨界点とする安定 (ツイス
ト)サイクルを zjと記す.

F のHessianを

Hess(F ) = det
( ∂2F

∂xj∂xk

)
1≤j,k≤n

と定義して次の量を考察する：

κ∏
l=1

[
Hess(F )

]
cl
=
D1

D0

(6)

ただしD1は fjの係数に関する多項式である. D0は同じくゼロでない有
理式である.

[問題]

D0, D1は何を表すか？
D1は方程式系　 (5)に付随する “判別式 (discriminant)”である多項式
であり　D0は付随する様々な終結式 (resultant) の積・商である. どのよ
うにしてD0, D1の明示的な表式が得られるか？
また方程式

D1 = 0

を満たす点は何を表すか？
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2 実例
例題 1 n = 1 で　

Φ(x) =
m∏
j=1

(x− aj)
λj .

H1(X,Ω·)は　m− 1次元である. 対数微分

φj(x) dx =
dx

x− aj
(1 ≤ j ≤ m)

を取るとき, 基底として　代表元 φj dx (1 ≤ j ≤ m − 1)を選ぶことがで
きる.

G = eF =
∏m

j=1(x− aj)と記すとき

G(x) =
m∑

ν=0

(−1)νχν x
m−ν ,

G′(x) =
m−1∑
ν=0

(−1)νχν (m− ν)xm−ν−1,

G′′(x) =
m−2∑
ν=0

(−1)νχν (m− ν)(m− ν − 1)xm−ν−2.

ここで　 χνは a1, . . . , amの ν次　基本対称式を表す.

方程式 (5)は

dF

dx
=

m∑
j=1

1

x− aj
= 0.

(5)の互いに相異なる解を　 cj : x = ξj (1 ≤ j ≤ m− 1)と記す.

G,G′の終結式, G′, G′′の終結式をそれぞれR(G,G′), R(G′, G′′)で表す
とき
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R(G,G′) = mm

m−1∏
j=1

G(ξj) =
m∏

ν=1

G′(aν)

= (−1)
m(m−1)

2

∏
≤ν<µ≤m

(aν − aµ)
2,

R(G′, G′′) = mm−2

m−1∏
j=1

G′′(ξj)

= m2m−3(−1)
(m−1)(m−2)

2

∏
1≤ν<µ≤m−1

(ξν − ξµ)
2.

特に　m = 3の場合には

G(x) = x3 − χ1x
2 + χ2x− χ3,

G′(x) = 3x2 − 2χ1x+ χ2, G
′′(x) = 6x− χ1,

R(G,G′) = −(a1 − a2)
2(a2 − a3)

2(a2 − a3)
2,

R(G′, G′′) = −33(ξ1 − ξ2)
2

= −12(a21 + a22 + a23 − a2a3 − a3a1 − a1a2).

その結果

d2F

dx2
]
x=ξ1

· d
2F

dx2
]
x=ξ2

= 9
R(G′, G′′)

R(G,G′)

= 108
a21 + a22 + a23 − a2a3 − a3a1 − a1a2
(a1 − a2)2(a1 − a3)2(a2 − a3)2

. (7)

この両辺がゼロになるのは ξ1 = ξ2の場合で　複素平面の点 a1, a2, a3が
　正三角形の頂点のときである.

Lemma 1 H1
∇(X,Ω

·) の基底 φ1dx, φ2dxに関して 2階の差分系 (2) を満
たす. ただし

A1(λ) =

(
λ1

1+λ∞
(a3 − a1)

λ1
1+λ∞

(a3 − a1)
λ2

1+λ∞
(a3 − a2)

λ2

1+λ∞
(a3 − a2) + (a2 − a1)

)
特に

A
(0)
1 =

(
1
3
(a3 − a1)

1
3
(a3 − a1)

1
3
(a3 − a2)

1
3
(a3 − a2) + (a2 − a1)

)
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故に

A(0)
x1

= A
(0)
1 + a1I

=

(
1
3
(a3 + 2a1)

1
3
(a3 − a1)

1
3
(a3 − a2)

1
3
(a3 + 2a2)

)

A
(0)
x の固有値は　 ξ1, ξ2に等しい.

1次のHankel 行列を

H1 =

(
Tr(I) Tr(A

(0))
x

Tr(A
(0)
x ) Tr({A(0)

x }2)

)

で定義するとき　次の等式が成り立つ：

det(H1) = (ξ1 − ξ2)
2

こうして (7)より次の等式が得られる :

Proposition 2

d2F

dx2
]
x=ξ1

· d
2F

dx2
]
x=ξ2

=
1

3

det(H1)

(a1 − a2)2(a1 − a3)2(a2 − a3)2

H1が正定値であることと　固有値 ξ1, ξ2が全て実数であることとは同
値である．この場合は自明であるが, これは一般の実代数方程式の全ての
根が実なることを判定するよく知られた定理 (Hermite の定理?)を反映し
ている.

例題 2 n = 2,m = 4で　 f1 = x1, f2 = x2, f3 = 1 − x1 − x2, f4 =

1 − α1x1 − α2x2 (ただし　 αν ̸= 0, 1 かつ　 α1 ̸= α2), すなわち　Apell

FI型　超幾何関数の場合.

F = log(f1f2f3f4)

とおくとき　 F は　X = C2 − {f1f2f3f4 = 0}において正則である. F

のHessian は
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Hess(F ) =

∣∣∣∣∣ ∂2F
∂x1∂x2

∂2F
∂x1∂x2

∂2F
∂x2∂x1

∂2F
∂x2∂x2

∣∣∣∣∣ .
(5) は 次の 2個の方程式からなる　:

g1 =
1

f1
− 1

f3
− α1

f4
= 0, (8)

g2 =
1

f2
− 1

f3
− α2

f4
= 0, (9)

(8) , (9) は genericity 条件の下で　３個の解を持つ. それらをそれぞれ

c1 : x = (ξ
(1)
1 , ξ

(1)
2 ), c2 : x = (ξ

(2)
1 , ξ

(2)
2 ), c3 : x = (ξ

(3)
1 , ξ

(3)
2 ),

と記す.

(8) - (9) より 関係式

g∗1 = α2g1 − α1g2 =
α2

f1
− α1

f2
+
α2 − α1

f3
= 0,

g∗2 = g1 − g2 =
1

f1
− 1

f2
+
α2 − α1

f4
= 0.

i.e.,

f1f2f3g
∗
1 = α1x

2
1 + {2(α1 − α2)x2 − α1}x1 − α2x2(x2 − 1) = 0,

−f1f2f4g∗2 = α2x
2
2 + {2(α1 − α2)x1 − 1}x2 + x1(−α1x1 + 1) = 0.

f1f2(f3g
∗
1 − f4g

∗
2)

= 4(α1 − α2)x1x2 + (1− α1)x1 + (α2 − 1)x2 = 0.

より

x2 = v(x1) (10)

v(x1) =
(α1 − 1)x1

4(α1 − α2)x1 + α2 − 1
(11)
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が得られる.

ψ(x1) = g∗1(x1, v(x1)) = −16α1(α1 − α2)
ψ(x1)

ψ0(x1)
, (12)

ψ0(x) = {4(α1 − α2)x1 + α2 − 1}2f2f4

とおく. ψ(x1)は３次多項式である　:

ψ(x1) = x31 − β1x1 + β2x
2
1 − β3.

x1 = ξ
(ν)
1 (ν = 1, 2, 3) は　 x1のみに関する次の３次方程式を満たす.

ψ(x1) = 0, (13)

β1 =
−(α1 − 1)(α1 − α2) + (1− α2)α1 + 2α1(α1 − α2)

2α1(α1 − α2)
,

β2 = −3(α1α2 − 2α1 + 2α2 − 1)

16α1(α1 − α2)
, β3 =

1− α2

16α1(α1 − α2)
.

すなわち

Lemma 3 Xにおいて　 F の臨界点は　等式

x2 = v(x1), ψ(x1) = 0

を満たし逆も成り立つ.

一般に次の恒等式が成り立つ:

x2 − v(x1) = u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x),

u1(x) =
x1x2

4(α1 − α2)x1 + α2 − 1
(f4 − α2f3)

u2(x) =
−x1x2

4(α1 − α2)x1 + α2 − 1
(f4 + α1f3).

Proposition 4 x = cν (ν = 1, 2, 3)において等式
3∏

ν=1

[ α2u2 + α1u1

u1
∂g1
∂x2

+ u2
∂g2
∂x2

]
cν

·
[
Hess(F )

]
cν

=
3∏

ν=1

ψ′(ξ
(ν)
1 )

= {16α1(α1 − α2)}3
3∏

ν=1

1

ψ0(ξν1 )

∏
1≤ν<µ≤3

(ξ
(ν)
1 − ξ

(µ)
1 )2
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が成り立つ.

因子
∏

1≤ν<µ≤3(ξ
(ν)
1 − ξ

(µ)
1 )2はH2

∇(X,Ω·) の基底　

ejk = d log fj ∧ d log fk (1 ≤ k ≤ 3),

ただし

e14 ∼
1

λ4
(−λ2e12 − λ3e13),

e24 ∼
1

λ4
(λ1e12 − λ3e23),

e34 ∼
1

λ4
(λ1e13 + λ2e23),

に関する差分方程式の行列A
(0)
1 を用いて 2次Hankel行列式

det

∣∣∣∣∣∣∣
3 Tr(A

(0)
1 ) Tr({A(0)

1 }2)
Tr(A

(0)
1 ) Tr({A(0)

1 }2) Tr({A(0)
1 }3)

Tr({A(0)
1 }2) Tr({A(0)

1 }3) Tr({A(0)
1 }4)

∣∣∣∣∣∣∣
に等しい.

[問題] 一般に無限方向 ν = ν1ε1 + ν2ε2 + ν3ε3 ∈ Z4 − {0}の漸近展開を
考察する場合 F = f ν1

1 f
ν2
2 f

ν3
3 f

ν4
4 の臨界点

4∑
j=1

νj
dfj
fj

= 0

の解が全て実解と成るための νの満たすべき条件は何か？

例題 3 n = 2 において　３個の実円配置の場合.

fj(x) = Q(x) + 2αj1x1 + 2αj2x2 + αj0 = 0 (1 ≤ j ≤ 3, Q(x) = x21 + x22).

　X = C2 − {f1f2f3f4 = 0}において F = log(f1f2f3)の臨界点 (7個)が
全て実点となるための条件は？
H2

∇(X,Ω
·) の次元　 7であって その基底は　代表元として　
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Fj =
ϖ

fj
(1 ≤ j ≤ 3), Fjk =

ϖ

fjfk
(1 ≤ j < k ≤ 3), F123 =

ϖ

f1f2f3

で与えられる. 隣接関係を与える差分方程式系は次で与えられる :

MfjFj = ϖ,

MfjFjk = Fk,

MfjFkl ∼ −
B

(
0 ⋆ k l

0 j k l

)
B(0 k l)

Fkl +

B

(
0 k l

0 j l

)
B(0 k l)

Fl +

B

(
0 l k

0 j k

)
B(0 k l)

Fk

+
λj
λ∞

W0(123)ϖ,

MfjFk ∼ ϖ +B

(
0 ⋆ k

0 j k

)
− λj
λ∞

W0(jk)ϖ − λl
λ∞

B

(
0 l k

0 j k

)
B(0 l k)

W0(kl)ϖ

+
λjλk

(λ∞ + 1)λ∞

B

(
0 l k

0 ⋆ k

)
B(0 k l)

W0(123)ϖ.

ただし

W0(jk)ϖ = −B

(
0 ⋆ k

0 j k

)
Fk −B

(
0 ⋆ j

0 k j

)
Fj +B(0 ⋆ j k)Fjk,

W0(123)ϖ = −B

(
0 ⋆ 2 3

0 1 2 3

)
F23 −B

(
0 ⋆ 1 3

0 2 1 3

)
F13

−B

(
0 ⋆ 1 2

0 3 1 2

)
F12 +B(0 ⋆ 1 2 3)F123,

(2λ∞ + 2)ϖ ∼ −λ1W0(1)ϖ − λ2W0(2)ϖ − λ3W0(3)ϖ

+
λ1λ2
λ∞ + 1

W0(12)ϖ +
λ1λ3
λ∞ + 1

W0(13)ϖ +
λ2λ3
λ∞ + 1

W0(23)ϖ

− λ1λ2λ3
(λ∞ + 1)λ∞

W0(123)ϖ.
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差分系は 7× 7の両立条件を満たす行列Ajで表される.

特に　 rj = 0 すなわち 円がすべて点に縮約した場合を考察する.

この場合は　定義より

B(0 ⋆ j) = 0 (1 ≤ j ≤ 3)

であって　H2
∇(X,Ω

·) の次元は 4である. 以下に見るように　基底を　
Fjk, F123とすることができる.

実際, 等式

W0(j)ϖ = B(0 ⋆ j)Fj = 0

より

0 = T−εjW0(j)ϖ ∼ −(λ∞ + λj)Fj − λk{Fk +B

(
0 ⋆ k

0 ⋆ j

)
Fjk}

−λl{Fl +B

(
0 ⋆ l

0 ⋆ j

)
Fjl} ({j, k, l} ≡ {1, 2, 3}).

が成り立ち　 F1, F2, F3は　 F12, F13, F23, F123の１次結合で表示される :

Fj ∼
λk(λk + λl)

λ2∞
ρ2jkFjk +

λl(λk + λl)

λ2∞
ρ2jlFjl −

λkλl
λ2∞

ρ2klFkl,

W0(jk)ϖ ∼ λlλ∞
λ2∞

ρ2jk Fjk +
λl(λj − λk − λl)

λ2∞
ρ2jkρ

2
jlFjl

+
λl(λk − λj − λl)

λ2∞
ρ2jkρ

2
klFkl.

この場合　差分系は基底 Fjk, F123をとることにより 4 × 4の　両立条
件を満たす行列　Ajで表される.

一方 z = x1 + ix2, aj = −αj1 − iαj2 とおくと

Φ(x) = |z − a1|2λ1 |z − a2|2λ2 |z − a3|2λ3
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と表され　２個の独立変数 z, z に関して　積表示 Φ(x) = Ψ(z)Ψ(z) を
持つ.

ただし

Ψ(z) = (z − a1)
λ1 (z − a2)

λ2 (z − a3)
λ3 ,

Ψ(z) = (z − a1)
λ1 (z − a2)

λ2 (z − a3)
λ3 .

等式

|(a1 − a2)(a1 − a3)(a2 − a3)|2 = ρ212ρ
2
13ρ

2
23,

|a21 + a22 + a23 − a1a2 − a1a3 − a2a3|2 = ρ412 + ρ413 + ρ423 − ρ212ρ
2
13 − ρ212ρ

2
23 − ρ213ρ

2
23

に注意して (6)の表示は　例題 2 の複素共役な２個のテンソル積の形で
得られる :

4∏
ν=1

[HessF ]cν = const
{ρ412 + ρ413 + ρ423 − ρ212ρ

2
13 − ρ212ρ

2
23 − ρ213ρ

2
23

ρ412ρ
4
13ρ

4
23

}2
2個の臨界点が一致するのは　分子が 0に等しくなる ρ12 = ρ13 = ρ23
のとき,　すなわち３個の円の中心が正 3角形になる時で, 全ての臨界点
が一致する.
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