
超球面配置に付随する特殊微分１次型式
と Cayley-Menger 行列式

青本和彦

平成 29 年 3 月 9 日

c.f.

[1] K.Aomoto, Configurations and invariant Gauss-Manin connec-

tions of integrals, I,II. Tokyo J. Math., 5(1982), 249-287; 6(1983), 1-24.

[2] -, Vanishing of certain 1-form attached to a configuration, Tokyo

J. Math., 9(1986), 453-455.

[3] -, Gauss-Manin connections of Schläfli type for hypersphere ar-
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1 超球面配置に付随する one form

n次元 Euclid空間にm個の超球面からなる超球面配置A =
∪m

j=1 Sj が
与えられているとする. Sjの中心をOj 半径を rjとする.

∪m
j=1 Sj におい

て m + 1次の Cayley-menger型の配置行列B = (bjk)0≤j,k≤mはその成分
bjkが
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bjj = 0 (j ∈ {0, ⋆, 1, . . . ,m}), b0 k = bk 0 = 1 (k ∈ {⋆, 1, . . . ,m}),
b⋆ k = bk ⋆ = r2k (1 ≤ k ≤ m),

bjk = ρ2j k(1 ≤ j, k ≤ m)

で与えられる. すなわち

B =



0 1 1 1 . . . 1

1 0 r21 r22 . . . r2m
1 r21 0 ρ212 . . . ρ21m
1 r22 ρ212 0 . . . ρ22m
...

...
...

...
. . .

...

1 r2m ρ2m1 ρ2m2 . . . 0


　
J,K ⊂ {⋆ 1, 2, . . . ,m}に対する Bの小行列式 (Cayley-Mengerの行列

式) B

(
0 J

0 K

)
, (ただし J = K のとき　 B

(
0 J

0 J

)
= B(0 J)) と

表す.

特に

B(0 j) = B(0 ⋆) = −1, B(0 ⋆ j) = 2r2j , B(0 j k) = 2ρ2jk,

B

(
0 ⋆ k

0 j k

)
= r2k + ρ2jk − r2j , B

(
0 ⋆ j

0 ⋆ k

)
= r2j + r2k − ρ2jk,

B

(
0 j l

0 k l

)
= ρ2jl + ρ2kl − ρ2jk.

さらに

B(0 ⋆ j k) = r4j + r4k + ρ4jk − 2r2jρ
2
jk − 2r2kρ

2
jk − 2r2j r

2
k,

B(0 j k l) = ρ4kl + ρ4jl + ρ4jk − 2ρ2jkρ
2
jl − 2ρ2kjρ

2
kl − 2ρ2ljρ

2
lk.

超球面配置について次の仮定をする：

(H1) (−1)pB(0 J) > 0 (0 ≤ |J | ≤ n+ 1), (−1)p+1B(0 ⋆ J) > 0 (0 ≤ |J | = p ≤ n+ 2).
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Definition 1 変数 r2j , ρ
2
jkに関する 1次有理微分型式の列 θJ を次のよう

に帰納的に定義する：

θj := −1

2
d log r2j (1 ≤ j ≤ m),

θjk :=
1

2
d log ρ2jk (1 ≤ j < k ≤ m),

θJ = −
∑
j∈J

B

(
0 ⋆ ∂jJ

0 j ∂jJ

)
B(0,J)

θ∂jJ

例えば

θjkl = −1

2

B

(
0 ⋆ k l

0 j k l

)
B(0 j k l)

d log ρ2kl −
1

2

B

(
0 ⋆ j l

0 k j l

)
B(0 j k l)

d log ρ2jl

−1

2

B

(
0 ⋆ j k

0 l j k

)
B(0 j k l)

d log ρ2jk.

2 単位超球面内における球面配置と one form

(n− 1)次元単位超球面 Sn+1内での n個の超球面配置Aは n次元ユー
クリッド空間での n個の超平面配置A′ =

∪n
j=1 Hj と単位超球面 Sn+1と

の共通部分として与えられる :

Hj : f
′
j(x) =

n∑
ν=1

ujν xν + uj0 = 0 (1 ≤ j ≤ n),

Sj ∩ Sn+1 := Hj ∩ Sn+1.

f ′
jは次のように正規化することができる：

n∑
ν=1

u2
jν − u2

j0 = 1.
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a′00 = −1, a′j0 = uj0 (1 ≤ j ≤ n)

a′jk =
n∑

ν=1

ujνukν − uj0uk0 (1 ≤ j, k ≤ n)

と記す. A′に付随する n + 1次対称行列 A′ = (a′jk)0≤j,k≤nの小行列式を

A′

(
J

K

)
, (J = K の場合には　A′

(
J

K

)
= A′(J) で表す.)

S1, . . . , Sn+1 (m = n+1)に関する仮定は行列A′を用いて次のように言
い換えられる：

(H′
1) : −A′(0 J) > 0(J ⊂ {1, 2, . . . , n}), A′(J) > 0 (J ⊂ {1, 2, . . . , n+ 1}.

Definition 2 変数 a′j0, a′jk に関する１次有理微分型式 θ′J を次のように
帰納的に定義する:

θ′j := da′j0,

θ′jk := da′jk −
A′

(
0 k

j k

)
A′(0 k)

da′k0 −
A′

(
0 j

k j

)
A′(0 j)

da′j0,

θ′J := −
∑
j∈J

A′

(
0 ∂jJ

j ∂jJ

)
A′(0 ∂jJ)

θ′∂jJ (n ≥ |J | ≥ 3).

[claim]

θJ ,
θ′J

A′(0 J)
は　すべて　 logarithmic one form である.

Remark 文献 [2] では積分の等式の帰結として θ′J
A′(0 J)

が logarithmic で
あることを示した. 未だに代数的には証明していない.

3 両者の関係
実は §1 で記した Cayley-Menger行列式と §2で述べた行列との間には
関係がある. Sn+1を n− 1次元単位超球面とする.
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§2の状況下でCayley-Menger行列式B

(
0 J

0 K

)
と表す.

まず次の等式が成り立つ:

B(0 ⋆ n+ 1) = 2, B(0 ⋆ j n+ 1) = −1.

a′j0 = B

(
0 j n+ 1

0 ⋆ n+ 1

)
,

a′jk = −B

(
0 ⋆ j n+ 1

0 ⋆ k n+ 1

)
.

Lemma 3
θ′jk

A′(0 j k)
は　 closed form ではないが　 logarithmic form で

ある.

なぜなら

θ′jk
A′(0 j k)

=
1

2A′

(
0 j

0 k

) d log
A′(0 j)A′(0 k)

A′(0 j k)

= − 1

4B

(
0 j n+ 1

0 k n+ 1

) d log
B(0 j n+ 1)B(0 k n+ 1)

B(0 j, k n+ 1)
.

−A′(0 j k) = A′(0 j)A′(0 k)−
{
A′

(
0 j

0 k

)}2

が成り立っている.　
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