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この講演では中心方向場の存在に関するひとつの十分条件を与える.

1 中心方向場
n次元ユークリッド空間の凸領域ΩにおいてHamilton-Jacobi方程式に
ついて考察する.

Ωの接バンドルを T (Ω), 余接バンドルを T ∗(Ω)で表す. Ωの座標を
x = (x1, . . . , xn), T (Ω), T

∗(Ω)のファイバーの座標を y = (y1, . . . , yn), p =

(p1, . . . , pn) で表す. この座標によって同型

T (Ω) ∼= Ω×Rn ∋ (x, y),

T ∗(Ω) ∼= Ω×Rn　 ∋ (x, p)

が得られる.　自然な射影

π1 : T (Ω) ∋ (x, y) −→ x ∈ Ω,

π2 : T
∗(Ω) ∋ (x, p) −→ x ∈ Ω

が定義される.

[α, β]× T ∗(Ω)上にC2級のHamiltonian H(t, x, p)が与えられているも
のとする.

H(t, x, p)に関して次の仮定をする：
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(C0) : H(t, x, p)は pに関して狭義凸である.

T ∗(Ω)内のC1級曲線

Γ̃ : [α, β] ∋ t −→ (x, p) = (x(t), p(t)) ∈ T ∗(Ω)

において tによる微分を (ẋ, ṗ) = (dx
dt
, dp
dt
) ∈ Tx(t)(Ω) × T ∗

x(t)(Ω) で表す.

T ∗(Ω)におけるHamiltonの運動方程式は

ẋj = Hpj , ṗj = −Hxj
(1 ≤ j ≤ n) (1)

で与えられる.　その軌道はHamilton流である.

Definition 1 [α, β]× Ω上の曲線およびその接線ベクトル場

v : ẋ = ψ(t, x), (2)

(ψ(t, x) =
∂

∂t
+

n∑
j=1

ψj(t, x)
∂

∂xj
∈ Tt,x([α, β]× Ω)

のある軌道 ΓがHamilton流のひとつの軌道 Γ̃の π2による射影
であるとき ΓはΩにおける停留曲線 (extremal) であるという. これは

Lagrangianの変分法から得られる停留曲線に対応している故である.

Definition 2 Ω内の曲線の族 Vが与えられている. 曲線の接線ベクトル
をとることにより V は [α, β]× T (Ω) の部分集合と見なされる.

次の条件を満たすとき停留曲線場 (extremal field ) であるという.

(i)射影

π1 : [α, β]× T (Ω) ⊃ V ∋ (t, x, y) −→ (t, x) ∈ [α, β]× Ω

は全単射である.　 π1の逆写像は

[α, β]× Ω ∋ (t, x) −→ (t, ψ(t, x)) ∈ [α, β]× T (Ω)

で与えられる.
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(ii) 任意の (t, x, y) ∈ [α, β]× V (y = ψ(t, x))に対して π2
−1 ◦ π1による

(t, x)の逆像の点 [α, β]×T ∗(Ω)がただひとつ存在する. それを (t, x, p(t, x, y))

とするとき写像

ρ : [α, β]× V ∋ (t, x, y) −→ (t, x, p(t, x, y)) ∈ [α, β]× T ∗(Ω)

は単射である.

(ii) ρは ΓをHamilton流の軌道 Γ̃に移す:

Hpj(t, x, p) = ψj(t, x),

pj = pj(t, x, y), yj = ψj(t, x) (1 ≤ j ≤ n).

以上の条件を満たすときΩは停留曲線場 Vに覆われているという.

Proposition 3 T ∗(Ω)上の１次微分型式 (Poincaré-Cartan)型式

θ =
n∑

j=1

pjdxj −H(t, x, p)dt

を ρによって Vに引き戻したものすなわち θに

p = p(t, x, y), y = ψ(t, x)

を代入したものは [α, β]×Ωにおいて閉型式である (誤解の起こらないか
ぎり同じ θで表す).

特に VがΩのある点を出発点とする停留曲線からのみ成り立っている
とき Vは中心方向場 (central field of extremals)である.

2 最大値原理 (maximum principle)

[α, β]× T (Ω)上に Lagrangian F (t, x, y) が与えられていて
Ω内の許容曲線上の積分

J [γ] =

∫
γ

F (t, x, ẋ)dt
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の極小問題を考察する.

次の仮定をおく:

(C1) : [α, β]× T (Ω)において (Fyjyk)は正定値である.

さらに F (t, x, y)は |y| → ∞のとき無限大になる.

このとき正準変換 t, x, y −→ t, x, p,

pj = Fyj(t, x, y), (3)

H(t, x, p) = −F (t, x, y) +
n∑

j=1

Fyj(t, x, y)yj (4)

が可能でH = H(t, x, p)は [α, β]×T ∗(Ω) で定義される. H(t, x, p)は仮定
(C0)を満たす.

1対１　 Legendre写像

p̃j = Fyj(t, x, ỹ) (1 ≤ j ≤ n) (5)

の逆変換により ỹjは p̃jの関数とも見られる.

Definition 4 [α, β]× Ω×Rn ×Rn上に Pontryaginian

H̃(t, x, p, p̃) := −F (t, x, ỹ) +
n∑

j=1

pj ỹj

が定義される. 停留曲線 γ上で x = x(t), p = p(t), t ∈ [α, β]を任意にと
るとき, p̃ = pとおけば H̃(t, x, p, p) = H(t, x, p)である.

次の事実は古典的なものである:

[α, β]× ΩにおいてA,Bを端点とする曲線 γ上の積分

SA,B =

∫
γ

　θ

に関して次のことが言える:

Proposition 5 (Carathéodory-Bellman の maximum principle)

不等式

H(t, x, p) ≥ H̃(t, x, p, p̃) (6)
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が成り立つ. その結果Ωは停留曲線場Vで覆われているものとする. A,B

を端点とするΩ内の許容曲線に対し仮定 (C1)の下で停留曲線 γ上の積分
SA,B は極小値を与える.

このようにCarathéodory-Bellmanのmaximum principleは停留曲線場
の存在を前提としている.

c.f. H.J.Pesch and R.Bulirsch, The maximum principle, Bellman’s

and Carathéodory’s work, Jour. of Optimal Theory and Appli , 80(1994),

199-225.

3 ひとつの十分条件
以下は停留曲線場は中心方向場に限って考察する.

(1)のひとつの軌道

x = x(t), p = p(t) (t ∈ [α, β]) (7)

を固定する.

Lemma 6 (7)の両端の x-座標を固定する停留曲線の変分において微小
変分

xj → xj + εξ, pj → pj + εηj (εは無限微小量)

に対して方程式 (1)の変分方程式である線形化方程式は, ξ, ηに関して
線形方程式系であってしかも t, x(t), p(t)に依存する新たなHamiltonian

H := H(t, x, p; ξ, η)

=
1

2

n∑
j,k=1

Hxjxk
ξjξk +

n∑
j=1

n∑
k=1

Hxjpkξjηk +
1

2

n∑
j,k=1

Hpjpkηjηk

に付随する線形の Hamiltonの運動方程式で与えられる (Jacobiの方程
式系)：
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ξ̇j =
∂H
∂ηj

=
n∑

k=1

Hxkpjξk +
n∑

k=1

Hpjpkηk, (8)

η̇j = −∂H
∂ξj

= −
n∑

k=1

Hxjxk
ξk −

n∑
k=1

Hxjpkηk (1 ≤ j ≤ n). (9)

j, k成分が Hxkpj , Hpjpk ,−Hxjxk
,−Hxjpk である n × nの行列をそれぞれ

A11, A12, A21, A22で表せば 2n次行列

A =

(
A11 A12

A21 A22

)

は無限小のシンプレクティック行列である :

tA11 = −A22,
tA12 = A12,

tA21 = A21.

Enで n次単位行列を表すとき, 方程式系 (8),(9)の基本解を

Ξ = Ξ(t) =

(
Ξ11 Ξ12

Ξ21 Ξ22

)
, Ξ(α) = E2n

で表す. Ξは 2n次のシンプレクティック行列である. すなわち行列

J =

(
0 En

−En 0

)

に対して等式

tΞ J Ξ = J

が成り立つ.

Lemma 7

detΞ11 ̸= 0
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ならば Ξは一意的なGauss分解をもつ.

Ξ =

(
En

X21 En

)(
Y11 Y12
0 Y22

)
. (10)

ただし

X21 = Ξ21Ξ
−1
11 , Y11 = Ξ11, Y12 = Ξ12, Y22 = −Ξ21Ξ

−1
11 Ξ12 + Ξ22

であって

tX21 = X21,
tY11Y22 = En.

を満たす.

方程式系 (8)-(9)を Pfaff方程式系として表示すれば

Ξ̇ =

(
A11 A12

A21 A22

)
Ξ (11)

の形に表される. このときX21は次の行列型Riccati方程式を満たす:

Ẋ21 +X21A11 − A22X21 +X21A12X21 − A21 = 0. (12)

さらに Yjkに関して等式

Ẏ11 =
(
A12X21 + A11

)
Y11, (13)

Ẏ22 =
(
−X21A12 + A22

)
Y22, (14)

Ẏ12 = A12Y22 + (A12X12 + A11)Y12. (15)

を満たす.

Lemma 8 逆に (12)がX21に関して正則解をもてば Yjk を (13)-(14)を
満たすように決めることができる. その結果 Gauss分解が可能となり
det Ξ11 ̸= 0が結論として導かれる.

特に

A21 = 0 (16)
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の場合には Ξ21 = 0で Y11 = Ξ11, Y12 = Ξ12, Y22 = Ξ22 すなわち

Ξ =

(
Ξ11 Ξ12

Ξ22

)
. (17)

さてHamiltonianH(x, p)に対しては仮定 (C0)の他に次の仮定をおく　:

(C2) : H(x, p)は tによらず, xに関して 1次の多項式である.

この仮定の下ではΩとしてH(x, p)が pに関して狭義凸となるような x

の点全体の連結成分をとることができる. 実際そのような Ωは凸領域で
ある.

Lemma 9 仮定 (C2)の下に (8)-(9)は (16)を満たす.

次は停留曲線の共役点に関する Jacobiの条件として知られている:

Jacobiの方程式系 (8)-(9)の解 ξ = ξ(t), η = η(t)で初期条件

ξ(α) = 0 (18)

を満たす１次独立なものはたかだか n個である. いま n個存在したとし
それらを (ξk, ηk) (1 ≤ k ≤ n) とする. ξk(t) = (ξk1 (t), . . . , ξ

k
n(t)) が [α, β]

の各点 tにおいて１次独立であり続けるならば言い換えれば n次行列式
det[ξ1, . . . , ξn]が

det[ξ1, . . . , ξn](t) ̸= 0 (α < t ≤ β)

を満たすならば区間 [α, β]内に共役点は存在しない.

この条件はまた次のようにも言い換えられる：
(18)を満たす (8)-(9)の非自明な解 ξ(t), η(t)は α < t ≤ βのどの点 tに
おいても

ξ(t) ̸= 0

を満たす.
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Theorem 10 仮定 (C0, C2)の下ではすべての中心方向場に共役点は存在
しない.

Proof. 実際 Jacobi場は ξ, ηに関して

ξ̇ = A11ξ + A12η,

η̇ = A22η.

ξ(α) = 0, η(α) = η0 を満たす解は

ξ(t) = Ξ11(t)

∫ t

α

Ξ−1
11 (t

′)A12(t
′)Ξ22(t

′)η0 dt′,

η(t) = Ξ22(t)η
0

と表される. 仮定から行列A12は対称で正定値である.　いま仮にある点
tにおいて ξ(t) = 0と仮定すれば

0 = Ξ11(t)

∫ t

α

Ξ−1
11 (t

′)A12(t
′)Ξ22(t

′)η0 dt′

Ξ22 =
tΞ−1

11 および det Ξ11(t) ̸= 0に注意して右辺は

∫ t

α

Ξ−1
11 (t

′)A12(t
′) tΞ11(t

′)−1η0 dt′ = 0

一方, 被積分関数の行列は正定値であり, 正定値行列の積分は正定値であ
るから得られた積分は正則行列になる　：

∫ t

α

Ξ−1
11 (t

′)A12(t
′) tΞ11(t

′)−1 dt′ > 0

故に η0 = 0. こうして ξ(t)は恒等的に 0に等しくなり矛盾. □

Corollary 11 Theorem 10と同じ仮定の下でΩの任意の点を中心とする
中心方向場が存在する.
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Ωが中心方向場に覆われているとき, 停留曲線の始点 x0とするとき相
関数 S(t, x)は x0と xを結ぶ許容曲線 γ : [0, t] → Ωを用いて

S(t, x) =

∫
γ

θ (積分値はγのホモトピー類のみに依存)

と表される.　そしてS = S(t, x)は次のHamilton-Jacobi方程式を満たす：

∂S

∂t
+H(x, Sx) = 0.

H(x, p)が pに関して斉次 2次式の場合, すなわち計量テンソル gjkを用
いて

H(x, p) =
1

2

n∑
j,k=1

gjk(x) pjpk

と表される場合には

S(t, x) =
s2

2t

と表される. ここで sは点 x0, xのRiemann距離を表す.

Remark H = H(x, p)が pに関して斉次１次の場合には仮定 (C1)は満た
されない. この場合にはHはC.Carathéodoryの正正則 (positive regular)

条件を仮定すれば　Theorem 10が成り立つ.

すなわち超平面
n∑

j=1

Hpjξj = 0

を満たすベクトル ξの２次形式
∑n

j,k=1Hpjpkξjξkは正定値であるとする.

そしてHの代わりにHamiltonian

H̃(x, p) = H(x, p)− 1

を H̃(x, p) = 0すなわちH(x, p) = 1に制限して扱うのが適切と思われる.

Hがさらに退化している場合も考えられるがその場合に上記Theorem

10が成立するかどうかは定かではない.
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