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1 定式化
C.Carathéodoryの最大値原理による最適化曲線の定式化は停留曲線場
の存在を前提としている. まず停留曲線場の定義から始める.

Rnの領域Ωに対して

T∗(Ω) ∼= Ω×Rn

の点 (x, p) x = (x1, x2, . . . , xn), p = (p1, p2, . . . , pn)のHamilton関数H(x, p)

H(x, p) : T∗(Ω) −→ R

が次のように与えられているものとする.

(C 1) H(x, p)は xに関してC2級, pに関して連続でかつ区分的にC1級
である.

HamiltonianH(x, p)に付随するHamilton運動方程式　 (略して　H.E.M.

と記す) は微分方程式系

dxj
dt

=
∂H

∂pj
,
dpj
dt

= −∂H
∂xj

(1 ≤ j ≤ n) (1)

によって定義される.
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T∗(Ω)上の Poincaré-Cartan型式

θ =
n∑

j=1

pjdxj −H(x, p) dt

の外微分 dθの陪特性系は (2)で与えられる :

dxj −
∂H

∂pj
dt = 0, dpj +

∂H

∂xj
dt = 0 (1 ≤ j ≤ n), (2)

実際

dθ =
n∑

j=1

(dpj +
∂H

∂xj
dt) ∧ (dxj −

∂H

∂pj
dt)

が成り立つ.

相関数 S = S(t, x)(phase function)に関するHamilton-Jacobiの偏微分
方程式 (略して　H.J.E)は方程式

St +H(x, Sx) = 0 (Sx = (Sx1 , . . . , Sxn) (3)

によって定義される.

Lemma 1 A = (t0, x
0, p0), B = (t1, x

1, p1)を端点とする (2)の軌道 γAB

上の線積分

SAB =

∫
γAB

θ

においてA,Bのそれぞれの微小変分 x0 → x0 + dx0, p0 → p0 + dp0, t0 →
t0 + dt0, x

1 → x1 + dx1, p1 → p1 + dp1, t1 → t1 + dt1に応じて SABの変
分公式

dSAB =
n∑

j=1

(
p1jdx

1
j −H(t1, x

1)dt1
)
−

n∑
j=1

(
p0jdx

0
j −H(t0, x

0)dt0
)

が成り立つ.
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Definition 2 Ω上に与えられた区分的にC1級のn個の関数ψj(x)によっ
てΩ上のベクトル場

ψ =
n∑

j=1

ψj(x)
∂

∂xj

あるいはその軌道を表す微分方程式系

dxj
dt

= ψj(x) (1 ≤ j ≤ n) (4)

は次の２条件を満たすものとする.

(i) C = (C1, C2, . . . , Cn)を任意定数とする (4)の一般解
x(t, C) = (xj(t, C))1≤j≤n, t ∈ [t0, t1] は Ωを覆っている. t, x ((t, x) ∈
[t0, t1]×Ω)の関数p(t, x) = (pj(t, x))1≤j≤nが存在してxj(t, C), pj(t, x(t, C))

が (2)の軌道となる.

(ii)等式

∂pj(t, x)

∂xk
=
∂pk(t, x)

∂xj
, (5)

∂pj(t, x)

∂t
= −∂H(x, p(t, x))

∂xj
(6)

を満たす. このときベクトル場ψは停留曲線場 (extremal field )である
という.

Definition 3 A(t0, x
0)または B(t1, x

1)が固定されているとき停留曲線
場 (方向場)ψは中心方向場 (central field, distinguished field)という.

Lemma 4 停留曲線場 ψの下で

θ =
n∑

j=1

pj(t, x)dxj −H(x, p(t, x))dt

はΩにおいて閉 1次型式である.

さて ΩにおいてA = (t0, x
0)を中心とする中心方向場ψが存在するな

らば, B = (t, x)を変数としてとるとき
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SAB = S(t, x) =

∫
γAB

θ

とおけば

dS(t, x) =
n∑

j=1

pj(t, x)dxj −H(x, p(t, x))dt. (7)

すなわち

pj(t, x) = Sxj
(t, x),

dxj
dt

= Hpj(t, x, Sx) (8)

そして S(t, x)はH.J.E. を満たす:

St +H(x, Sx) = 0. (9)

また B = (t1, x
1)を中心とする中心方向場 ψが存在するならば, A =

(t0, x0)を変数としてとるとき

SAB = −S(t0, x0) =
∫
γAB

θ

とおけば

dS(t0, x
0) =

n∑
j=1

pj(t0, x
0)dx0j −H(x0, p(t0, x

0))dt0, (10)

pj(t0, x
0) = Sx0

j
(t0, x

0), (11)

St0 +H(x0, Sx0) = 0. (12)

2 斉次１次の場合
Hamiltonianが斉次 1次の場合には通常の場合の理論はそのままでは適
用できない. 特別な考察が必要である.

4



以下方向場は中心方向場のみを興味の対象とする.

(C 1)の他にさらに次の仮定をおく.

(C 2) 　H(x, p)は

H(x, p) = H0(x, p)− 1

と表される. ただし　H0(x, p)は　 pに関して斉次 1次で, かつ
凸関数 (convex function)である. すなわち任意の非負実数 λ ≥ 0, λ′ ≥ 0

に対して不等式

H(x, λp+ λ′p′) ≤ λH(x, p) + λ′H(x, p′) (p, p′ ∈ Rn) (13)

を満たす.

以後 (2)は条件

(C3) H(x, p) = 0すなわちH0(x, p) = 1

の下でのみその解を考察する.

(C3)の下では Poincaré-Cartan 型式は

θ =
n∑

j=1

pjdxj

となり相関数 Sは xのみに依存する.

S = S(x).

H.J.E.は

H(x, Sx) = 0

で与えられる.

以下簡単のために

S(0) = 0 (14)

を満たす場合のみを考察する.
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Lemma 5 Lemma 1において, 仮定 (C1)− (C2)の下でH.E.Mの軌道上
の線積分は

SAB = t1 − t0.

で与えられる. さらにH(x, p) = 0を満たす故,

左端が原点のときは t0 = 0, x0 = 0で t1 = t > 0, x1 = x, または
右端固定のときは t1 = 0, x1 = 0で t0 = t < 0, x0 = xとおくならば

t = S(x), (15)

dS(x) =
n∑

j=1

pjdxj, (16)

H(x, Sx) = 0. (17)

例題 1 ||p|| =
√
p21 + · · ·+ p2nと記す.

正正則 (regular positive)なHamiltonian

H(x, p) = H(p) =
n∑

j=1

αjpj + ||p|| − 1 (α = (αj)1≤j≤n (定数))

をとる.

H(x, p) = 0

の場合のみ考察する.

簡単のために

||α|| < 1

を仮定する.

H.E.M.は

dxj
dt

= αj +
pj
||p||

,
dpj
dt

= 0,

H(p) = 0.
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仮定から ||p|| = ||p0|| = 1. t0 = 0, x0 = 0ととる.

H.E.Mの軌道および相関数 S(x)は

xj =

(
αj +

p0j
||p0||

)
t, pj = p0j

t = S(x) =
||x||2

α · x+
√

(α · x)2 + (1− ||α||2)||x||2

ここで α · x =
∑n

j=1 αjxj.

特に α = 0ならば t = S(x) = ||x||.

pj =
xj
||x||

, ψj(x) =
xj
||x||

.

例題 2 n = 2で

H(x, p) = p1x2 − p2x1 + ||p|| − 1

仮定から ||p|| = ||p0|| = 1. t0 = 0, x0 = 0ととる.

H.E.M.の方程式は

dx1
dt

= x2 +
p1
||p||

,
dx2
dt

= −x1 +
p2
||p||

.

H.E.Mの軌道は

x1 + ix2 = (p01 + ip02)te
−it, p1 + ip2 = (p01 + ip02)e

−it.

t = S(x) = ||x||.

pj =
xj
||x||

, ψ1(x) = x2 +
x1
||x||

, ψ2(x) = −x1 +
x2
||x||

.

(Archimedes渦巻線).

例題 3 n = 3で

7



H(x, p) = p1x2 − p2x1 + ||p|| − 1

をとる.

t0 = 0, x0 = 0であるH.E.M.の軌道は

x1 + ix2 = t(p01 + ip02)e
−it, x3 = tp03,

p1 + ip2 = (p01 + ip02)e
−it, p3 = p03,

||p|| = ||p0|| = 1.

t = S(x) = ||x||,

ψ1(x) + iψ2(x) = (x2 − ix1) +
x1 + ix2
||x||

,

ψ3(x) =
x3
||x||

.

停留曲線の方向場はトルネード (tornado)である.

例題 4 (PBGM[i])

n = 2の場合. t0 = 0, t1 > 0とおく.

H(x, p) = p1x2 + |p2| − 1.

H.E.M.方程式は

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= sgn(p2),

dp1
dt

= 0,
dp2
dt

= −p1.

左端が t0 = 0, 右端が t1 > 0とする.

(i) p2 > 0のとき.

p1 = p01, p2 = −p01t+ p02,

x2 = t+ x02, x1 =
1

2
t2 + x02t+ x01.
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(i) p2 < 0のとき.

p1 = p01, p2 = −p01t+ p02,

x2 = −t+ x02, x1 = −1

2
t2 + x02t+ x01.

R2は２個の無縁な領域Ω±の合併である　:

R2 = Ω+ ∪ Ω−.

ここで

Ω+ : x01 +
1

2
(x02)

2 ≤ 0 (x2 ≥ 0)またはx01 −
1

2
(x02)

2 < 0 (x2 ≤ 0),

Ω− : x01 +
1

2
(x02)

2 > 0 (x2 ≥ 0)またはx01 −
1

2
(x02)

2 ≥ 0 (x2 ≤ 0),

Lemma 6 x0 (t0 = 0)を出発して原点に到達する停留曲線は次のいずれ
かである.

(i) x0 ∈ Ω+のとき.

x2 = t+ x02, x1 =
1

2
t2 + x02t+ x01 (0 ≤ t ≤ τ),

x2 = −(t− τ) + x′2, x1 = −1

2
(t− τ)2 + x′2(t− τ) + x′1 (τ ≤ t ≤ t1).

x′2 = −x02 + 2

√
1

2
(x02)

2 − x01, x
′
1 = −1

2
(x′2)

2,

τ = −x02 +
√

1

2
(x02)

2 − x01,

t1 = −S(x0) = −x02 + 2

√
1

2
(x02)

2 − x01.

(ii) x0 ∈ Ω−のとき.

x2 = −t+ x02, x1 =
1

2
t2 + x02t+ x01 (0 ≤ t ≤ τ),

x2 = (t− τ) + x02, x1 =
1

2
(t− τ)2 + x02(t− τ) + x01 (τ ≤ t ≤ t1).
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x′2 = x02 + 2

√
1

2
(x02)

2 + x01, x
′
1 =

1

2
(x′2)

2,

τ = x02 +

√
1

2
(x02)

2 + x01,

t1 = −S(x0) = x02 + 2

√
1

2
(x02)

2 + x01.

Lemma 7

S(0) = 0.

任意の t > 0に対して領域

Dt := {x0 ∈ R2;−S(x0) ≤ t}

はコンパクト凸集合である.　さらに
∩

t>0Dt = {0}

が言える.

例題 5 (PBGM [ii])

n = 2とする.

H(x, p) = p1x2 − p2x1 + |p2| − 1.

H.E.M. 方程式は

dx1
dt

= x2,
dx2
dt

= −x1 + sgn(p2),

dp1
dt

= p2,
dp2
dt

= −p1.

H.E.M.の軌道は ε = sgn(p2)のとき

p1 + ip2 = (p01 + ip02)e
−it,

x1 − ε+ ix2 = (x01 − ε+ ix02)e
−it.

||p0|| = ||p||.
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[First step]

Oε = (ε, 0)に対して t0 = 0として x1 = 0, (t1 < π)を満たすとき

−1 = (x01 − ε+ ix02)e
−it

すなわち

x01 − ε+ ix02 = −eit

x0はOεを中心とする半径 1の上 (下)半円周を動く. 特に p01 = −1, p02 = 0

ととるならば x0はO+を中心とする下半円周 0 を, p01 = 1, p02 = 0ととる
ならば x0はO−を中心とする上半円周 0 を動く. このような点を

(z1 − ε)e−it = −1,

z1 = x11 + ix12.

で表す.

[Second step]

新たに停留曲線として終点 x1 = z1をとり, 始点 x0を

(x01 + ε+ ix02)e
−it = z1 + ε (0 ≤ t ≤ π)

を満たすようにとることができる. 特に t = πのとき

z2 + ε = −(z1 + ε)

を満たすように z2を決める. この操作を繰り返すことにより帰納的に
[n+ 1th step].

(x01 − (−1)nε+ ix02)e
−it = zn + ε (0 ≤ t ≤ π),

zn+1 − (−1)n = −(zn − (−1)n)

を満たすように x0 = (x01, x
0
2)を決めることができる.
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Proposition 8 εに符合して２個の領域Ω+,Ω−が存在して

R2 = Ω+ ∪ Ω−.

x0 ∈ Ω+ならば適当な非負整数 nに対して

t1 = −S(x0)
　 = arg(x01 + ix02 − (−1)n)− arg(zn − (−1)n)

+
n−1∑
k=1

(
arg(zk+1 − (−1)k)− arg(zk − (−1)k)

)
+arg(z1 − 1) + π. (18)

x0 ∈ Ω−ならば

t1 = −S(x0)
　 = arg(x01 + ix02 + (−1)n)− arg(zn + (−1)n)

+
n−1∑
k=1

(
arg(zk+1 + (−1)k)− arg(zk + (−1)k)

)
+arg(z1 + 1). (19)

領域

Dt := {x ∈ R2;−S(x) ≤ t} (t > 0)

とおくとき

∩t>0Dt = {0}

が成り立つ.

例題 6 (PBGM[iii])

n = 2で

H(x, p) = p1x2 − p2x1 + |p1|+ |p2| − 1.
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H.E.M.は

dx1
dt

= x2 + sgn(p1),
dx2
dt

= −x1 + sgn(p2),

dp1
dt

= p2,
dp2
dt

= −p1.

O1 = (1, 1), O2 = (−1, 1), O3 = (−1,−1), O4 = (1,−1)とおくとき
H.E.M.の軌道はOkを中心とする時計回りの回転 (角度は π

4
以下) の合成

である.

O1を中心とする 1
4
円

Γ1
1 : (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 = 2, x2 ≤ 0.

はOおよびA1 = (2, 0)を通る.

O2を中心とするA1を通る 1
4
円

Γ1
2 : (x1 + 1)2 + (x2 − 1)2 = 10

のもう一方の端点A2 = (0, 4)をとる.

O3を中心とするA2を通る 1
4
円

Γ1
3 : (x1 + 1)2 + (x2 + 1)2 = 26

のもう一方の端点A3 = (−6, 0)をとる.

O4を中心とするA3を通る 1
4
円

Γ1
4 : (x1 − 1)2 + (x2 + 1)2 = 50

のもう一方の端点A4 = (0,−8)をとる. この操作を繰り返せば
Oを出発点とする円弧OA1, A1A2, A2A3, A3A4, . . . の合併からなる停留
曲線が得られる:

A4n = (0,−8n), A4n+1 = (8n+ 2, 0), A4n+2 = (0,−8n− 4),

A4n+3 = (−8n− 6, 0),

γ1 = Γ1
1 + Γ1

2 + Γ1
3 + Γ1

4 + · · ·
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これを時計の逆回りに直角だけ回転することにより γ1を込めて計４個の
停留曲線が得られる：

γk = Γk
1 + Γk

2 + Γk
3 + · · · (2 ≤ k ≤ 4).

R2 − ∪4
k=1γkは４個の連結成分からなりそれに境界 γkを付け加えた領

域をΩkとおく . R2はΩkの素な合併である：

R2 = ∪1≤k≤4Ωk.

以下 x = (x1, x2) ∈ R2と z = x1 + ix2 ∈ Cとを同一視しても混乱はな
いであろう.

Proposition 9 Ω1 の任意の点 x0 に対して点列 z1 ∈ Γ1, zk ∈ Ω1 (2 ≤
k ≤ n) および τ1, τ2 が存在して次の条件を満足する:

z1 − e
iπ
4 = −eiτ1 (0 < τ1 ≤

π

4
), (20)

zk+1 − e
(2k+1)iπ

4 = i(zk − e
(2k+1)iπ

4 ) (1 ≤ k ≤ n− 1), (21)

x01 + ix02 − e
(2n+1)iπ

4 = eiτ2 (0 ≤ τ2 <
π

4
). (22)

このとき

t1 = −S(x0) = τ1 + τ2 +
(n− 1)π

2
. (23)

同様にしてx0 ∈ Ωk (k ≥ 2)に対して−i(x1+ix2),−(x1+ix2), i(x1+x2)

がそれぞれ (17)− (18) を満たすようにできる. そして (20)が成り立つ.

x ∈ Ω1が原点の近傍にあるならば n = 1ととることができる故

t1 = −S(x0) = τ1 + τ2

=
1

2
{(x02)2 + x01 + x02}+O(||x0||3).

故に正数 tが十分小ならば領域
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Dt := {x0 ∈ R2, −S(x0) < t}

に関して

∩t>0Dt = {0}

が成り立つ.
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