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Cayley-Hamilton の定理

A : (n, n) -行列

An + f1(A)An−1 + · · · + fn(A)A0 = 0 : V → V

V = Cn, A0 = In,

det (λIn − A) =
n∑

i=0

fi(A)λn−i

f1(A) = −Tr A, · · · , fn(A) = (−1)n det A



Amitsur-Levitzki の恒等式(1950)

A1, · · · , A2n : (n, n) 行列∑
σ∈S2n

(−1)σAσ(1) · · · Aσ(2n) = 0 : V → V

n = 1 : A1A2 − A2A1 = 0

n = 2 : A1A2A3A4 − A2A1A3A4 ± · · · = 0

行列の積は非可換, しかし非常に弱い意味で可換



拡張と展望

• これらの恒等式を外積代数・対称代数に拡張
することが可能

• 更に, それをある代数に拡張したい

=⇒ 　曲率・ガウス方程式への応用



記号

V = Cn, A1, · · · , Ap : V → V

=⇒

A1 ∧ · · · ∧ Ap : ∧pV → ∧pV

(A1 ∧ · · · ∧ Ap)(x1 ∧ · · · ∧ xp)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σA1xσ(1) ∧ · · · ∧ Apxσ(p)

x1, · · · , xp ∈ V



性質

任意の σ ∈ Sp に対して

Aσ(1) ∧ · · · ∧ Aσ(p) = A1 ∧ · · · ∧ Ap



Cayley-Hamilton の定理 (外積版)
1 ≤ p ≤ n, r = n + 1 − p, A : V → V∑
a1+···+ap=r

Aa1 ∧ · · · ∧ Aap

+f1(A)
∑

a1+···+ap=r−1

Aa1 ∧ · · · ∧ Aap

+ · · · + fr−1(A)
∑

a1+···+ap=1

Aa1 ∧ · · · ∧ Aap

+fr(A) · I ∧ · · · ∧ I = 0 : ∧pV → ∧pV

(a1, · · · , ap ≥ 0)



p = 1 のとき r = n

通常の Cayley-Hamilton の定理



p = 2 のとき, r = n − 1∑
a+b=n−1

Aa ∧ Ab + f1(A)
∑

a+b=n−2

Aa ∧ Ab

+ · · · + fn−2(A)
∑

a+b=1

Aa ∧ Ab

+fn−1(A) · I ∧ I = 0 : ∧2V → ∧2V

(a, b ≥ 0)



p = n のとき, r = 1∑
a1+···+an=1

Aa1 ∧ · · · ∧ Aan

+f1(A) · I ∧ · · · ∧ I = 0 : ∧nV → ∧nV

つまり

n A ∧ I ∧ · · · ∧ I

− Tr A · I ∧ · · · ∧ I = 0 : ∧nV → ∧nV



例えば, n = 2 ならば

2 A ∧ I− Tr A · I ∧ I = 0

2
((

a b

c d

)
∧

(
1 0
0 1

)) ((
x

y

)
∧

(
z

w

))
− (a + d)

(
x

y

)
∧

(
z

w

)
=

(
ax + by

cx + dy

)
∧

(
z

w

)
−

(
az + bw

cz + dw

)
∧

(
x

y

)
−(a + d)

(
x

y

)
∧

(
z

w

)
= (ax + by)w − (cx + dy)z − (az + bw)y + (cz + dw)x

−(a + d)(xw − yz) = 0



証明に使う道具

• Schur 関数 Sλ(α1, · · · , αn)

(λ は非負整数の分割)

• Littlewood-Richardson 法則

SλSµ =
∑

ν

cν
λµSν

• 固有値が α1, · · · , αn となる対角行列 A に

対し, 恒等式を示す



Amitsur-Levitzki の恒等式
(対称テンソル版)

A1, · · · , Ap : V → V

A1 ◦ · · · ◦ Ap : SpV → SpV

(A1 ◦ · · · ◦ Ap)(x1 ◦ · · · ◦ xp)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

A1xσ(1) ◦ · · · ◦ Apxσ(p)

ここに x1 ◦ · · · ◦ xpは x1, · · · , xp ∈ V の対称積



性質

任意の σ ∈ Sp に対して

Aσ(1) ◦ · · · ◦ Aσ(p) = A1 ◦ · · · ◦ Ap



定理

A1, · · · , A2n : V → V

∑
σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)Aσ(2)) ◦ (Aσ(3)Aσ(4)) ◦ · · ·

◦(Aσ(2n−1)Aσ(2n)) = 0 : SnV → SnV



縮約 (contraction)

A1 ◦ · · · ◦ Ap : SpV → SpV を１回縮約すると
p∑

i=1

Tr Ai · A1 ◦ · · · ◦ Âi ◦ · · · ◦ Ap

+
∑
i 6=j

(AiAj) ◦ A1 ◦ · · · ◦ Âi ◦ · · · ◦ Âj ◦ · · · ◦ Ap

: Sp−1V → Sp−1V

=⇒先程の式を n − 1回縮約すると A-Lの恒等式



証明の方針
A1¤ · · · ¤Ap : SpV → ∧pV

(A1¤ · · · ¤Ap)(x1 ◦ · · · ◦ xp)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

A1xσ(1) ∧ · · · ∧ Apxσ(p)

A14 · · · 4Ap : ∧pV → SpV

(A14 · · · 4Ap)(x1 ∧ · · · ∧ xp)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

(−1)σA1xσ(1) ◦ · · · ◦ Apxσ(p)



合成写像の和∑
σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)4 · · · 4Aσ(n))

(Aσ(n+1) ∧ I ∧ · · · ∧ I)(Aσ(n+2)¤ · · · ¤Aσ(2n)¤I)

: SnV → SnV

を２種類の方法で計算



• 定義に従って, 合成写像を計算

• Cayley-Hamliton の定理

Aσ(n+1) ∧ I ∧ · · · ∧ I =
1

n
Tr Aσ(n+1) · I ∧ · · · ∧ I

を代入してから, 合成写像を計算

=⇒ 両者を = で結んで, 式変形すると



∑
σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)Aσ(2)) ◦ · · · ◦ (Aσ(2n−1)Aσ(2n))

= −(n − 1)
∑

σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)Aσ(2)Aσ(3))

◦(Aσ(4)Aσ(5)) ◦ · · · ◦ (Aσ(2n−2)Aσ(2n−1)) ◦ Aσ(2n)

−
∑

σ∈S2n

(−1)σ Tr Aσ(1) · (Aσ(2)Aσ(3))

◦ · · · ◦ (Aσ(2n−2)Aσ(2n−1)) ◦ Aσ(2n)



次に, 合成写像の和∑
σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)4 · · · 4Aσ(n−1)4I)

(Aσ(n) ∧ I ∧ · · · ∧ I)(Aσ(n+1)¤ · · · ¤Aσ(2n))

: SnV → SnV

を同様にして, ２種類の方法で計算



∑
σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)Aσ(2)) ◦ · · · ◦ (Aσ(2n−1)Aσ(2n))

= +(n − 1)
∑

σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)Aσ(2)Aσ(3))

◦(Aσ(4)Aσ(5)) ◦ · · · ◦ (Aσ(2n−2)Aσ(2n−1)) ◦ Aσ(2n)

+
∑

σ∈S2n

(−1)σ Tr Aσ(1) · (Aσ(2)Aσ(3))

◦ · · · ◦ (Aσ(2n−2)Aσ(2n−1)) ◦ Aσ(2n)



従って∑
σ∈S2n

(−1)σ(Aσ(1)Aσ(2)) ◦ · · · ◦ (Aσ(2n−1)Aσ(2n)) = 0

Cayley-Hamilton の定理 (外積版)を使って証明



J.P.Razmyslov, C.Procesi

定理 (1974, 1976)

行列の恒等式は, すべて Cayley-Hamilton の定理
の結果として得られる

「結果として得られる」

⇐⇒ 和・積・代入の操作により得られる



n = 2 のときの A-L 恒等式

A2− Tr A · A + 1
2{(Tr A)2− Tr A2} · I2 = 0

=⇒

AB + BA− Tr A · B− Tr B · A

+(Tr A· Tr B− Tr AB) · I2 = 0

A → [A1, A2], B → [A3, A4],

添字 1 ∼ 4 を交代化すると得られる



伊藤 稔 (2013?), 鹿児島大

Razmyslov, Procesi の結果のテンソル版を証明

広島大学における集中講義 (2013年) で紹介



例えば

n = 2 のとき

A1¤A2 + 1
2 (Tr A1 · A2− Tr A2 · A1) ¤ I2

−1
2 [A1, A2] ¤ I2 = 0 : S2C2 → ∧2C2,

A14A2 + 1
2 (Tr A1 · A2− Tr A2 · A1) 4 I2

+1
2 [A1, A2] 4 I2 = 0 : ∧2C2 → S2C2

は A ∧ I2 = 1
2 Tr A · I2 ∧ I2 = 0 から導ける



類似の恒等式 (於 Gauss 方程式)

R : n 次元リーマン多様体 (M, g) の曲率

R(X, Y ) : TpM → TpM, X, Y ∈ TpM

以降, V = TpM とおく

∃f : (Mn, g) → (Rn+k, g0)

リーマン多様体の等長埋め込み

k =余次元



ガウス方程式

=⇒
∃α ∈ S2V ∗ ⊗ Rk : 第２基本形式

Rk : 法空間, 〈 , 〉 : Rk の内積

−g(R(X, Y )Z, W )

= 〈α(X, Z), α(Y, W )〉 − 〈α(X, W ), α(Y, Z)〉

(曲率が分解される)



ガウス方程式が余次元 k で解をもてば

(∗)
∑

σ∈S2k+2

(−1)σR(Xσ(1), Xσ(2))

◦ · · · ◦ R(Xσ(2k+1), Xσ(2k+2)) = 0

: Sk+1V → Sk+1V

• A-L 恒等式に似ている

• k = 0 のとき, (∗) ⇐⇒ R = 0

• n ≥ 2k + 2 のときに非自明となる条件式



従って
∃f : (Mn, g) → (Rn+k, g0)

リーマン多様体の等長埋め込み

=⇒ (∗) が成立

これはk ≤
[
n−2

2

]
の範囲においてのみ有効な

等長埋め込みの obstruction

本当は, もっと大きな k についての条件式が

ほしい. (k = 1
2n(n − 1) − 1 のときなど)



Young 図形

= V ∗, = ∧2V ∗, = ∧3V ∗, · · ·

= S2V ∗, = S3V ∗, · · ·

= {R ∈ ∧2V ∗ ⊗ ∧2V ∗ |

SX,Y,Z R(X, Y, Z, W ) = 0}



今後の課題

: Cayley-Hamilton のグラスマン版

: Amitsur-Levitzki の対称積版

: 恒等式 ????　=⇒ 幾何学への応用
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