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無限次元性

X : 複素多様体, Ω ⊂ X : 領域. O(Ω): 正則函数環.

問題 (広義の Levi 問題)

∂Ωのどのような幾何がO(Ω)をどのように定量的に統制するか？

Toy case:

CP1 = C ∪ {∞}. C, D = {z ∈ C | |z | < 1}.
dimO(C) = ∞. dimO(D) = ∞.

dimO ∩ L∞(C) = 1 ̸= dimO ∩ L∞(D) = ∞.
(∵) Liouville. / Riemann の除去可能定理 + 最大値原理.
(∵) D ⋐ C. C上の正則函数の制限は, D上の有界正則函数.

∂C = {∞}, ∂D = S1.
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強擬凸面と Levi 平坦面
(X , J): 複素多様体, Ω ⊂ X : 領域. M = ∂Ω: 滑らかな実超曲面.

定義 (Levi 擬凸性)

T 1,0
M ≃ TM ∩ JTM ⊂ TM を Levi 分布と呼ぶ.

M が強擬凸面 : ⇐⇒ Levi 分布が正の接触構造を定める.
M が Levi平坦面 : ⇐⇒ Levi 分布が葉層構造 (Levi 葉層) を定める.

例: X = Cn, n ≥ 2.

Ω = {(z ′, zn) ∈ Cn | Im zn > ∥z ′∥2}: 強擬凸.

Ω = {(z ′, zn) ∈ Cn | Im zn > 0}: Levi 平坦. M =
⊔

t∈RCn−1 × {t}.
Grauert:

Ω ⋐ X , M: 強擬凸 =⇒ dimO(Ω) = ∞.

さらに Ωは Stein 空間の固有改変で, dimO ∩ L∞(Ω) = ∞.

∃Ω ⋐ X s.t. M: Levi平坦かつ dimO(Ω) = 1 (定数のみ！).
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閉Riemann面上の正則円板束と平坦円周束

Σ: 種数 2以上の閉 Riemann面. 普遍被覆 Σ ≃ D/π1(Σ)を固定.
ρ : π1(Σ) → Aut(D) ⊂ Aut(CP1), Diffeo+(S1): 表現.

定義 (suspension)

Xρ := Σ×ρ CP1 := D× CP1/(z ,w) ∼ (γz , ρ(γ)w) for γ ∈ π1(Σ).
Ωρ := Σ×ρ D := D× D/π1(Σ).
Mρ := Σ×ρ S

1 := D× S1/π1(Σ).

第一射影により Xρ, Ωρ, Mρは Σ上の CP1束, D束, S1束.

さらにこれらは平坦束. 水平な円板 D× {t} (t ∈ CP1)の族が Xρ上
に Riemann 面による正則葉層を誘導する.

特に, Mρはこの正則葉層の安定集合であり, Levi平坦面である.
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Grauert, Diederich–大沢の定理

Σ: 閉 Riemann面 (種数≥2), ρ : π1(Σ) → Aut(D): 表現, α ∈ Aut(D).
π1(Σ) → Aut(D), γ 7→ α ◦ ρ(γ) ◦ α−1 を ρの αによる共役と呼ぶ.
共役をとっても, Xρ, Ωρ, Mρは同型.

定理 (Grauert, Diederich–大沢)

1 ρが回転表現に共役でない =⇒ Ωρは Stein 空間の固有改変.

2 ρが有理回転表現に共役 =⇒ Ωρは正則凸だが, Stein でない.

3 ρが無理回転を含む回転表現に共役 =⇒ dimO(Ωρ) = 1.

例
1 ρ(γ) = γ (被覆変換), [ρ] ∈ T (Σ) (Teichmüller空間).

2 ρ(γ) ≡恒等変換 =⇒ Ωρ = Σ× D. O(Ωρ) = O(D).
一定の幾何学的状況下では, Levi 平坦面の囲む領域においても正則函数
の存在が保証され, Levi 問題を定量的に考えることができる.
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CP2内の Levi 平坦面の非存在予想

予想
1 CP2上の余次元 1特異正則葉層 F̃ を考える. どの葉の閉包にも F̃ の
特異点が含まれるであろう.

2 CP2内に, 滑らかな閉 Levi 平坦面は存在しないであろう.

(Poincaré–Bendixson) RP2上のフローを考える. 流線の閉包には
特異点または周期軌道が含まれる.

(Cerveau) 前者の反例 F̃ があれば, 非自明な極小集合Mが存在す
る. Mはホロノミーに制約を受けるか, 実解析的 Levi 平坦面.

逆に, 実解析的 Levi 平坦面があれば, 解析接続し反例 F̃ が得られる.

(Lins Neto, Siu) CP≥3では予想が成立. 極小集合, Levi 平坦面の補
集合が Stein であること (武内) に基づく.
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正則法束

Ω ⋐ X , ∂Ω = M: 滑らかな Levi 平坦面. F : Levi 葉層.

定義（正則法束）

N1,0
M := (T 1,0

X |M)/T 1,0
M ≈ C⊗ TM/TF .

(Brunella, 大沢, Biard–Iordan) 3次元以上のコンパクトKähler 多
様体内には正則法束 N1,0

M が正 (: ⇐⇒ F に沿って正曲率を持つ)の
滑らかな閉 Levi 平坦面M は存在しない.

N1,0
M が正であれば, Ωは Stein空間の固有改変.

正則円板束においては ρが回転表現に共役でないとき, N1,0
Mρ
は半正.

特に, [ρ] ∈ T (Σ)のとき, N1,0
Mρ
は正となる.

つまり, CP2内の非存在予想に対しては, CP≥3の論法は通じない.
我々は, 広義の Levi 問題からのアプローチを試みる.

7 / 19



問題

Σ: 閉 Riemann面 (種数≥2), ρ : π1(Σ) → Aut(D): 表現.
Xρ ⊃ Ωρ, Mρ, Ω′

ρ := Xρ \ Ωρ. Fρ: Mρの Levi 葉層. N1,0
Mρ

: 正則法束.

問題
ρを動かし, Ωρ, Ω′

ρ上の正則函数の空間, Mρ上の CR函数の空間につい
て, 定量的な制約の下での無限次元性を調べよ. また, そのメカニズムに
Fρのエルゴード性, N1,0

Mρ
の幾何はどのように関与するか.

(主結果 4) Levi 平坦面の囲む領域の標準束の Bergman 空間の無限
次元性に着目し, CP2内の閉 Levi 平坦面に関する曲率制約を改善し
た (Brinkschulte 氏との共同研究).

(主結果 5) ρ(γ) = γ (被覆変換) の時, 詳しいことが分かってきた.
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Bergman空間

Ω ⋐ X , M = ∂Ω: 滑らか. dV : X 上の体積形式.
δ : X → R, Ω = {δ > 0}, dδ ̸= 0 on ∂Ω. α ≥ −1.

定義 ( 重み付き Bergman 空間, Hardy 空間)

A2
α(Ω) := {f : Ω → C正則 | ⟨f , f ⟩α <∞},

⟨f , g⟩α :=

{∫
Ω f gδαdV /Γ(α+ 1) for α > −1,

limα↘−1⟨f , g⟩α for α = −1.

Hardy 空間 (α = −1) は L2境界値を持つ正則函数の空間.
境界値はM 上の CR函数を定める.
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Levi平坦面上のCR函数

(M,F): コンパクト Levi 平坦 CR多様体, i.e.,
M: コンパクト実多様体, F : 複素多様体による実余次元 1葉層構造.

定義 (CR函数)

F に沿って正則な函数を CR 函数と呼ぶ.

CR 函数の葉の横断方向の regularity は自動的に保証されない.

(稲葉) M 上の連続な CR 函数は, 全ての葉上定数である. 特に, 稠
密葉が存在すれば, 連続な CR函数は定数函数に限る.

(主結果 1) M 上の有理型 CR 函数の空間 (滑らかな CR 直線束の
CR 切断) の無限次元性・有限次元性は, 同一の直線束においても横
断方向に要求する可微分性によって変動する.
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Liouville 性
Σ: 閉 Riemann面 (種数≥2), ρ0 : π1(Σ) → Aut(D), γ 7→ γ (被覆変換).
X := Xρ0, Ω := Ωρ0, M := Mρ0, Ω

′ := Xρ0 \ Ωρ0.

系 (E. Hopf のエルゴード性定理)

Ω, Ω′は Liouville, i.e., dimO ∩ L∞(Ω) = dimO ∩ L∞(Ω′) = 1.

証明
f を Ωまたは Ω′上の有界正則函数とする.

Fatou の定理から, f はM 上に境界値を持ち, f はM の葉層に沿っ
て正則であり, 特にその実部・虚部は調和.

M は Σの単位接束となめらかに同型で, M の葉層は Σ上の
Poincaré計量に関する測地流の不安定葉層と同型.

測地流の Lebesgue測度に関するエルゴード性から, 葉層に沿う有界
調和函数は a.e. で定数. したがって, f は定数.

別証明に後で触れる. 3F2の性質に帰着される.
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Hardy 空間・Bergman 空間における有限・無限次元性

O(Ω) ≃ {f ∈ O(D× D) | f (z ,w) = f (γz , γw), γ ∈ π1(Σ)}.
O(Ω′) ≃ {f ∈ O(D× D) | f (z ,w) = f (γz , γw), γ ∈ π1(Σ)}.
L. Garnett による精密化により, dimA2

−1(Ω) = dimA2
−1(Ω

′) = 1.

系 (Berndtsson–Charpentier の定理)

dimA2
α(Ω) = dimA2

α(Ω
′) = ∞, ∀α > −1/2.

1/2は Ω, Ω′のDiederich–Fornaess 指数. 境界値 0を持つ非自明な
(強)多重劣調和函数の境界における Hölder 連続性の最良値.

(主結果 2, 3の系) Diederich–Fornaess 指数としては 1/2 が最良.
この事実は, Levi 葉層の調和測度の絶対連続性, 測地流の Lebesgue
測度に関するエルゴード性に相当する.
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主結果 5

主結果 5 + α (A., arXiv:1703.08165 + in preparation.)

∃I :
∞⊕
n=0

H0(Σ,K⊗n
Σ ) ↪→ O(Ω), ∃I ′ :

∞⊕
n=0

Ker(∆− λnI ) ↪→ O(Ω′)

ここで, ∆を Σ上の Poincaré計量に関する Laplacianとして,

H0(Σ,K⊗n
Σ ) := {Σ上の正則 n次微分ψ = ψ(τ)(dτ)⊗n},

Ker(∆− λnI ) := {f : Σ → C | ∆f = λnf }.

I , I ′の像は広義一様収束位相で稠密であり, さらに ∀α > −1に対し,
A2
α(Ω), A

2
α(Ω

′)に含まれる.
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主結果 5の証明の概略

Ωは因子 D = {(z , z) | z ∈ D}/π1(Σ) ≃ Σを含む.

Ω′は totally real 部分多様体D ′ := {(z , z) | z ∈ D}/π1(Σ) ≈ Σを含
み, その複素化 (最大直径の Grauert tube) となっている.

I :
⊕∞

n=0H
0(Σ,K⊗n

Σ ) ↪→ O(Ω) を ψ ∈ H0(Σ,K⊗n
Σ ), n ≥ 1に対し,

I (ψ)(z ,w) :=

∫ w

z

1

B(n, n)

(
(w − τ)(τ − z)

(w − z)dτ

)⊗(n−1)

ψ(τ)(dτ)⊗n

で定める. ψ = ψ(τ)(dτ)⊗nは不変被覆 Dτ 上で表示している. 複比の性
質から, well-defined である.

I ′ :
⊕∞

n=0Ker(∆− λnI ) ↪→ O(Ω′) は与えられた函数 f ∈ Ker(∆− λnI )
を D ′上の実解析的函数とみなし, D× Dへ解析接続して定める. 一般論
から well-defined であることが従う. (cf. Krötz–Schlichtkrull, ’09)
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可積分性の証明の概略
I は, 次の抽象的構成の結果として得られた: ψ ∈ H0(Σ,K⊗n

Σ )を同型

KΣ ≃ T ∗
Σ ≃ T ∗

D ≃ N∗
D/Ω, D = {(z , z) | z ∈ D}/π1(Σ) ⊂ Ω,

を利用して, D ⊂ Ωに沿う正則函数の n次のジェットとみなし, この
ジェットを L2ノルムが最小となるように Ω上に拡張する.

第 1段 (方程式の導出) Dz × Dw 上の非正則な座標 (z , t)を
t := (w − z)(1− zw)−1で定める. f = f (z ,w) ∈ O(Ω)π1(Σ)を tを用いて
展開 f =

∑∞
n=0 fn(z)t

nすると, 係数 {fn}は次を満たす:

∂fn
∂z

+
nz

1− |z |2
fn +

n − 1

1− |z |2
fn−1 = 0.

φn := fn(z)
( √

2dz
1−|z|2

)⊗n
∈ C (0,0)(Σ,Kn

Σ)とおけば, {φn}は方程式

∂φ0 = 0, ∂φn = −n − 1√
2
φn−1 ⊗ ω (n ≥ 1)

を満たす. ここで ω = 2dz ⊗ dz/(1− |z |2)2.
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可積分性の証明の概略 (続)

第 2段. ψ ∈ H0(Σ,K⊗N
Σ )に対し, φn := 0 (n < N), φN := ψと定める.

∂φn = −n − 1√
2
φn−1 ⊗ ω

の L2ノルム最小解を順次取り, 帰納的に φn (n > N)を定める. ラプラシ
アンの固有函数分解を利用すると, φnの次の表示が得られる:

φN+m = ∂
∗
N+mG

(1)
N+m

(
−N +m − 1√

2
φN+m−1 ⊗ ω

)
= −

√
2(N +m − 1)

m(2N +m − 1)
∂
∗
N+m (φN+m−1 ⊗ ω)

ここで ∂
∗
nは ∂ : C (0,0)(Σ,K⊗n

Σ ) → C (0,1)(Σ,K⊗n
Σ )の形式的随伴, G

(1)
n は

C (0,1)(Σ,K⊗n
Σ )上のGreen作用素.
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可積分性の証明の概略 (続)

第 3段. 形式解 f =
∑∞

n=0 fn(z)t
n, φn = fn(z)

( √
2dz

1−|z|2

)⊗n
の L2α(Ω),

δ := 1−
∣∣∣ w−z
1−zw

∣∣∣2, dV = 4
|1−zw |4

i
2dz ∧ dz ∧ i

2dw ∧ dw での収束は,

∥f ∥2α = π

∞∑
n=0

∥φn∥2
Γ(n + 1)

Γ(n + α+ 2)

= π

∞∑
m=0

∥φN+m∥2
Γ(N +m + 1)

Γ(N +m + α+ 2)

= π∥ψ∥2
∞∑

m=0

Γ(N +m + 1)

Γ(N +m + α+ 2)

(2N − 1)!

{(N − 1)!}2
{(N +m − 1)!}2

m!(2N +m − 1)!

= π∥ψ∥2 Γ(N + 1)

Γ(N + 2 + α)
3F2

(
N + 1,N,N

2N,N + 2 + α
; 1

)
<∞.

から α > −1で従う. f の正則性も同様の計算から従う. なお, α = −1で
は収束しないことから, Ωの Liouville性が従う.
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可積分性の証明の概略 (終)
第 4段.

∞∑
n=0

fn(z)t
n =

∫ w

z

1

B(N,N)

(
(w − τ)(τ − z)

(w − z)dτ

)⊗(N−1)

ψ(τ)(dτ)⊗N

を示すには, {0} × D上で直接計算すれば十分:

∞∑
n=0

fn(0)t
n =

(2N − 1)!

(N − 1)!

∞∑
m=0

(N +m − 1)!

(2N +m − 1)!

1

m!

∂mψ

∂zm
(0)tN+m

=
(2N − 1)!

(N − 1)!
tN

∫ 1

0
dtN . . .

∫ t3

0
dt2

∫ t2

0
tN−1
1 ψ(tt1)dt1

=
(2N − 1)!

(N − 1)!
tN

∫ 1

0

tN−1
1 (1− t1)

N−1

(N − 1)!
ψ(tt1)dt1

=

∫ t

0

1

B(N,N)

(
(t − τ)τ

t

)(N−1)

ψ(τ)dτ.
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Bergman 核の級数表示
A2
αの再生核 Bαを重み付きBergman 核と呼ぶ. A2

αの正規直交基底
e1, e2, . . . を 1つ取ると, Bα(z ,w) =

∑∞
j=1 ej(z)ej(w).

主結果 5の系 (Forelli–Rudin 型の構成)

Ωの重み付きBergman核は

Bα((z ,w); (z ′,w ′)) =
Γ(α+ 2)

π2(4g − 4)
+

1

π

∞∑
n=1

1

cn,α

1

B(n, n)2

∫
τ∈zw

∫
τ ′∈z ′w ′

Bn(τ, τ
′)(dτ ⊗ dτ ′)⊗n

([w , τ, z ]⊗ [w ′, τ ′, z ′])⊗(n−1)
.

ただし, g は Σの種数, Bn(τ, τ
′)(dτ ⊗ dτ)⊗nは Σの n次微分に関する

(i.e. H0(Σ,K⊗n
Σ ))の) Bergman核であり,

cn,α =
Γ(n + 1)

Γ(n + 2 + α)
3F2

(
n + 1, n, n

2n, n + 2 + α
; 1

)
, [w , τ, z ] =

(w − z)dτ

(w − τ)(τ − z)
.

19 / 19


