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1. はじめに
昨年は岡の上空移行原理についてということで、加法的なCousin問

題との関連で正則関数の拡張問題について論じ、岡の第一論文が解析
的連接層を係数とするコホモロジー群の長完全列へとつながったとい
う話をした1。これはほぼ 1936年から 1953年頃までの展開だったが、
Eilenbergと Steenrodによって書き下された長完全列 (1945)の原型と
なったMayer-Vietoris列も、1930年ごろに発見されていたことを補足
しておきたい。
今回は乗法的Cousin問題と関連する「岡の原理」について何か適当

な話題はないかと探したところ、最近の展開が著しい「岡多様体」と
いうトピックの中に、その好例ではあるがまだネット検索が難しい「長
いCn(たち)」についての結果がいくつか見つかった。そこで、長いCn

の個々の構造についてはまだ詳しくわかってはいないが、これらが岡
多様体であることの証明を辿れば、岡の原理すなわち Stein多様体から
の正則写像がみたすホモトピー原理について、最近の結果にふれなが
ら解説することが可能であろうと考えた。ホモトピー原理としてはこ
こでは主に写像の拡張問題や近似問題に話を限るが、岡の原理の成立
が写像の定義域の Stein性のほかにターゲットのどんな性質に基づくも
のであるかをこの例に即して述べてみたい。

2. 長いCnの定義とその周辺
まず定義だが、

定義 1. Cnと双正則同値な部分領域による単調増大な近似列2を持つ複
素多様体を (一つの)長いCnと言う。
一般の複素多様体に対しても同様に、例えば長い開球などが定義さ

れる。
Xが長いM でありM ̸⋐M ならば明らかにX ̸⋐ Xである。
長いM 全体 (文脈によっては双正則同値類全体の集合)を LM で表

す。X ∈ LMのとき、Mと同型な複素多様体から成る上のような近似列
1cf. [Oh-1].
2Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · ⊂ ∪Ωj = Ωであるとき、{Ωj}は Ωの近似列であると言う。
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(の一つ)を単に [M ]j (j = 1, 2, . . . )で表し、便宜上 limj→∞ [M ]j = X
と書く。このとき
(1) K ⋐ X ⇒ ∃j s.t. K ⊂ [M ]j

であることはコンパクト集合の定義から容易に従う。
O(M) := {M 上の正則関数 }と置く。O(M) ̸= CでもO(X) = Cと

なりうることは、2016年に Boc Thalerと Forstneričの論文 [BT-F]で
初めて示された3。ここまでなら「長いCnの短すぎる話」だが、以下で
はその背景を含むやや詳しい話を補った後、「長いCnは岡である」と
いう本題へと進みたい。

3. 力学系や和集合問題との関連
開 Riemann面が Steinであることと Liouvilleの定理を合わせれば、

LC = {C}であることは明らかである。n ≥ 2のとき長いCnがCnにい
つ同型になるかは複素力学系の不動点を通る安定多様体の構造とも絡
む問題である4。Cn内にはFatou-Bieberbach領域 (=FBD)という、Cn

と同型だが境界点を持つ領域が存在する。FBDの増大列から様々な長
いCnが生ずる。Woldは [W-2]でFBDの中に多項式凸でないものが存
在することを示し、これを用いて [W-2]で正則凸でない長いCnの例を
構成した。FBDはCnの自己同型の反復合成による離散力学系の被吸
引初期値集合 (basin of attraction)として現れ、多変数の複素力学系に
おいて重要な研究対象である5。また、FBDは小平流のNevanlinna理
論にも用いられ、代数幾何との関連性もある (cf. [K])6。ちなみにFBD
を用いると、近似列として非可算無限列を許して「超長いCn」という
可算基を持たない複素多様体を定義することが可能である。しかしこ
こでは複素多様体として連結成分が可算基を持つものだけを考える7。
長いCnは和集合問題 (union problem=UP)に関連しても現れる。UP

とは、Ωの近似列 {Ωj}において各 Ωj が Steinならば Ωもそうかとい
うもので、BehnkeとThullenの論文 [B-T]により 1933年にΩj ⊂ Cnの
ときに問題とされ、Ωが特別な形の領域に限って [B-T]で、一般のΩに
対してはBehnke-Stein[B-S]で肯定的に解決された。

Fornaessは [F-1]で、UPの複素多様体への一般化にあたる問題を次
の形で否定的に解決した。

3LC2 ̸= {C2}であることは [W-3]による.
4これについて Bedfordが 2000年に提出した問題が Beraと Vermaによって最近

解決された (cf. [J-V], [B-V]).
5cf. [U-T-M].
6上田哲生氏によれば、長い Cn が Stein多様体かどうかは [K]で初めて問題にさ

れた.
7「超長い Bn」というものは n ≥ 2 でもありそうにないが、(Alexandroff 直線

(=long line))4 に複素構造を入れて「超長い C2」が作れるかどうかは非自明で、検
証に値することかもしれない.
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定理 1. n ≥ 3 ⇒ ∃X ∈ LBn s.t. X /∈ Ocvx.

ただし Bn = {z ∈ Cn; ∥z∥ < 1}, Ocvx ={正則凸多様体 8}とおく。
つまり n ≥ 3ならば長い Bnは Steinであるとは限らない。[Wm]をふ
まえたこの例の構成法は [W-2,3]を含む後の展開に決定的な影響を与
えた。

[F-1 ∼ 4]ではUPはLevi問題の一般化として位置づけられた。その
最も簡単な場合が Ωj

∼= Cnや Ωj
∼= Bnのときである。[F-4]では [F-1]

より詳しく次が示されている。
定理 2. n ≥ 2のとき、Cnの多項式自己同型の列 Fµ (µ = 1, 2, . . . ) で
Ω := {z ∈ Cn; limµ→∞ Fµ(z) = 0}が次の性質 i) ∼ iii)をもつものが存
在する。

i) Ω ∈ LBn .
ii) Ωの小林擬計量≡ 0.
iii) 非定数多重劣調和関数ψ : Cn → [0,∞)が存在してΩ = {ψ < 0}.

よってとくに n ≥ 2のとき LBn \ {Bn,Cn} ̸= ∅である。定理 2にお
ける長い Bnを Fornaessは「短いCn」と呼んだ。
この時点では長いC2が Steinかどうかさえ未解決であったが、2005

年にWold[W-1]は次を示した。
定理 3. X = limj→∞ [Cn]j のとき、([Cn]j, [Cn]j+1)がすべて Runge対
であればX ∼= Cnである。

[W-3]の例の構成においては C2から C2への単射正則写像がコンパ
クト集合のRunge性9を保つとは限らないことがポイントだが、作り方
からこのような長いCnは通常のCnの変形として得られることが予想
された (L. Meersseman)。Forstnerič [Fn-2]はそれに答える形で次を示
した。
定理 4. n > 1とし、Stein多様体 S内に高々可算個の解析的閉部分集
合AjとS \∪Aj内の可算個の点からなる集合Bを与えたとき、複素多
様体Xと臨界点を持たない正則写像 π : X → Sで次の (i) ∼ (iii)を満
たすものが存在する。

(i) ファイバーXs := π−1(s)はすべて長いCnである。
(ii) s ∈ A⇒ Xs

∼= Cn.
(iii) s ∈ BならXsは Steinではない。
[BT-F]では [W-3]と同様だがやや改良された構成で次が示されてい

る。
8複素多様体M が正則凸: ⇐⇒ ∀γ0 ∈ MN

div := {γ ∈ MN; γ(N) ̸⋐ M}∃f ∈ O(M)
s.t. f(γ0(N)) ̸⋐ C.

9正則関数の整関数による近似可能性
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定理 5. n ≥ 2 ⇒ ∃X ∈ LCn s.t. PSH(X)10 = [−∞,∞) (よって特に
O(X) = C ).

これに続く定理では、n > 1なら LCn が非可算無限濃度を持つこと
や、長い Cnの自己同型に関する結果が Chern-Moser不変量と関連さ
せて述べてあるが、ここではこれ以上深入りしない。

4. 岡の原理と岡多様体
さて岡の原理についてだが、この言葉は Serreが岡の第 3論文 [O]の

アイディアを一言でまとめたものである。[O]の結果はCn内の正則領
域Dについてのもので、端的にはH1(D,O∗) ↪→ H2(D,Z)11というこ
とだが、GrauertとRemmertの名著 [G-H]では次のように丁寧に述べ
られている12。

定理 Xを被約な複素解析空間とし、ある q ≥ 1に対してHq(X,O) =
Hq+1(X,O) = 0である (例えばXは Stein空間)とする。このとき入射
準同型O∗ → C ∗は同型Hq(X,O∗) ∼= Hq(X,C ∗)を誘導する13。

これは次のようにややあいまいな形で述べられる重要な岡の原理の
原初的な形である。

岡の原理 被約な Stein空間X上で、コホモロジーで定式化しうる解
析的な命題の真偽は、対応する位相的な命題の真偽のみによる。すな
わち問題の解析的な可解性と連続的な可解性は同値である。

岡の有名な定理はこの原理を裏打ちしている。

岡の定理 ([O], 1939). 被約なStein空間X上のCousin II分布{Ui, hi}
が正則解を持つための必要十分条件は連続解を持つことである。

[G-R]が出版された時点ですでに岡の原理をふまえた結果は多く、[G-
R]でもそれについては [Ft]とその文献表を見よと書いてある。ところ
が岡の原理を正則写像の近似定理や拡張定理に当てはめようとすると、
写像の行き先によって成り立つときとそうでないときがある。早い話
が、CからD := B1への同相写像は存在するが、正則同型はない。した
がって正則写像に関しては、岡の原理が成立するためには行き先の多
様体に多少の広さがなければならない。いわばその「ゆとり」として
Gromov[Gm-1,2]が導入したのが多様体の楕円性であった。その顕著な

10PSH(X)でX 上の多重劣調和関数の集合を表す.
11O∗ で乗法的に可逆な正則関数の芽の層を表す.
12以下の「定理 6」から「岡の定理」までは [G-R, p.145]による.
13C ∗ は乗法的に可逆な複素数値連続関数の芽の層.
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応用例として、EliashbergとGromov [E-G]および Schürmann [S]によ
るForster予想の解決14がある。Forstnerič[Fn-1]はこれらをふまえ、よ
り端的な形で岡多様体を導入した。
定義 2. (CAPとCIP)　

CAP15 : ⇐⇒ ∀m ∈ N, ∀K ⋐ K ⊂
convex

Cm & ∀f : K →
holom

X ,

∃fµ : Cm →
holom

X (µ = 1, 2, . . . ) s.t. fµ|K →
uniformly

f (µ→ ∞).

CIP16 : ⇐⇒ ∀m ∈ N, ∀contractible T = T ⊂
analytic

Cm, ∀f : T →
holom

X, ∃f̃ : T →
holom

X s.t. f̃ |T = f .

定理 6. CAP ⇐⇒ CIP (∀X).

⇐は容易だが⇒は難しい。
定義 3. CAPまたはCIPをみたすXを岡多様体と言う17。

Stein多様体 Sから岡多様体X への連続写像は正則写像へと連続的
に変形でき、それは様々な付加条件付きで可能である。例えば f があ
る複素部分多様体上で既に正則であれば、そこでの値は動かさずに変
形可能であるし、与えられたコンパクトな正則凸部分集合上で f が正
則であれば、そこでの値を任意幅で近似しつつ変形することが可能で
ある。また

O(S,X) := {f ; f →
holom

X}

および
C (S,X) : {f ; f →

cont
X}

の間の自然な入射は弱ホモトピー同値18になる。
コンパクトな複素多様体の岡性は変形不変ではないことが知られて

いる (cf. [L-2])。
KをCn内のコンパクトな多項式凸集合とするとき、日下部 [Kb]は

Cn\Kに含まれるFBDのある種の正則族を構成することにより、Cn\K
が岡であることを示した。

14すべての n次元 Stein多様体が CN(n) 次元の閉部分多様体として正則に埋め込
めるような最小のN(n)は n+

[
n
2

]
+ 1である. ただし n = 1の時は未解決.

15CAP=convex approximastion property.
16CIPは文字通りなら contractible interpolation propertyだが、実際には凸集合

に限っても十分 (Lárusson)なため convex interpolation propertyと呼ばれる.
17CAPと CIPの他に「岡性」と呼ばれる互いに同値な条件が数多く存在する (cf.

[Fn-3]).
18: ⇐⇒ すべてのホモトピー群どうしの同型を誘導する.
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ちなみに、Gromovは複素解析の外にまで拡張された岡原理を “h-
principle”と呼んだ。この考え方で、最近極小曲面論においても興味深
い結果が得られているようである19。

5. 長いCnの岡性と未解決問題
長いCnが岡多様体であることは、CnがCAPを満たすという明らか

な事実と、MがCAPを満たせば (1)より limj→∞ [M ]jもそうであるこ
とから従う。
長いCnに関する未解決問題は、[Fn-3, pp. 201-202]によれば次の通

りである20。

(a) ∃X ∈ LCn s.t. O(X) ̸= C & X ̸∈ Ocvx ?

(b) SpecO(X)21 =?

(c) ∃X ∈ LCn \ {Cn} s.t. X ∈ Ocvx ?

(d) ∃X ∈ LCn s.t. M (X) = C ?22

(e) X ∈ LCn \ {Cn} ⇒ Pic(X) ̸= {0}?

(f) ∃X → D s.t. ∀Xs ∈ LC2 & Xs ̸∼= Xs′ if s ̸= s′ ?

6. 長い Stein多様体の超短い話
Stein多様体の増大列 Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ . . . の極限 ∪Ωj は、(Ωj,Ωj+1)が

すべてRunge対ならば Steinであるが、増大列がRunge対からならな
いような極限として、注目に値する多様体が生ずるときがある。Ωj

∼=
Bn (n ≥ 3)のときの例が [F-1,4]だったわけだが、[F-2]ではC2\{(0, 0)}

の
{(

0,
1

k

)
; k = 1, 2, . . .

}
でのブローアップを用いてUPに 2次元の

反例を与え23、[F-3]ではこれに似た構成法により、擬凸な2次元Hartogs
領域の増大列に改変操作と手術を施して、極限としてC2上の局所擬凸
な分岐Riemann領域で正則凸でないものが作られている24。

19cf. [Fn-4]
20記述を簡単にするため少し変えてある.
21位相環R の極大閉イデアルの集合を SpecR と書く.
22M (X):={X 上の有理型関数 }
23これと同じ例を上田哲生氏は修士論文で与えた (cf. [U, Théorème 2]).
24これは [G]の 1ページ目の脚注で岡が肯定的に解決したと伝えられた主張に対

する反例であり、学界に衝撃を与えた.
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長いCnや岡多様体が詳しく分かりつつある現状に鑑みれば、このよ
うな「長い Stein多様体」に話を拡げる事は完全に無益なことではない
だろう。その例を一つ上げて25「長いCnの短い話」は一段落とさせて
いただきたい。
定理 7. (cf. [Oh-2]) ∃γ ∈ (C \ {0})Ndiv and ∃ϕ ∈ PSH({|z| < 1}) s.t.
ϕ−1(−∞) = γ(N) and ∃M /∈ Ocvx with
p :M →

proper
C2 \ {0} s.t.

Ocvx ̸∋ p−1{|z| < 1, eφ(z) < |w| < e}
◦

↪→
loc.ψcvx

C3.
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1977. シュタイン空間論　宮嶋公夫 [訳] シュプリンガー数学クラシックス　第 20
巻,　シュプリンガージャパン株式会社　 2009.

[Gm-1] Gromov, M., Partial differential relations, volume 9 of Ergebnisse der Math-
ematik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge. Springer-Verlag, Berlin, 1986.

[Gm-2] ——, Oka’s principle for holomorphic sections of elliptic bundles. J. Amer.
Math. Soc., 2(4) (1989), 851–897.

[J-V] Jonsson, M. and Varolin, D., Stable manifolds of holomorphic diffeomor-
phisms, Invent. Math. 149, (2002), 409–430.

[K] 小平邦彦　Nevanlinna理論　 (酒井文雄記)　東大数学教室　セミナリーノート,
34. 1974.

[Kb] Kusakabe, Y., Oka properties of complements of holomorphically convex sets,
Ann. of Math. (2) 199(2) (2024), 899-917.

[L-1] Lárusson, F., What is an Oka manifold? Notices of AMS 57 (2010), 50-52.
[L-2] ——, Deformations of Oka manifolds, Math. Z. 272 (2012), 1051-1058.
[Oh-1] 大 沢 健 夫 　 上 空 移 行 の 原 理 と そ の 周 辺 　 　

https://www.math.sci.hokudai.ac.jp/ ishikawa/Numazu-Shizuoka/
[Oh-2] Ohsawa,T., Constructing a holomorphically nonconvex surface which is lo-

cally pseudoconvex as a submanifold of C3, submitted for publication.
[O] Oka, K., Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. III. Deuxième

problème de Cousin, J. Sci. Hiroshima Univ. Ser. A, 9 (1939), 7-19.
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