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研究の目的

代数曲線のσ関数の研究の目的：� �
『楕円関数（楕円曲線のAbel関数）が明示的な表現を持つこと
で「理論物理，工学」の発展に寄与したように，
「理論物理，工学」の発展に寄与できるよう，楕円関数と同レ
ベルの具象性を持つ代数曲線上のAbel関数論を再構築する』
特に Eulerの弾性曲線を一般化しその励起状態を超楕円関数で記述し
たい (1997)� �� �

19世紀
具象 → 20世紀

抽象 → 21世紀
抽象+具象� �
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種数１のKdV方程式
種数１曲線� �
E :=

{
(x , y)

∣∣∣ y 2 = x3 + λ2x
2 + λ1x + λ0

= (x − e1)(x − e2)(x − e3)

}
∪ {∞} (1)

〇　 ŷ := 2y，x̂ := x − λ2/3　⇒　 ŷ 2 = 4x̂3 + g2x̂ + g3,

〇　 du := νI :=
dx

2y
=

dx̂

ŷ
, νII :=

xdx

2y

〇　 κE : Ẽ → E：E のアーベル被覆　 κE : γP,∞ 7→ P ∈ E .

〇　不完全楕円積分 w̃ : Ẽ → C,
∫
γ

νI ∈ C

〇　周期積分：ωi := w̃(ei , 0) =

∫ (ei ,0)

∞
νI

〇　 ΓE = 2Zω1 + 2Zω3 ⊂ C
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種数１のKdV方程式
種数１：曲線とヤコビ多様体� �
〇　 ℘(u) := − d2

du2
log σ(u), x(u) = ℘(u)

〇　 du =
dx

2y
,　 d

du
= 2y

d

dx
，　 d

du
x = 2y

d

dx
x = 2y

� �
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種数１のKdV方程式

種数１のKdV方程式� �
〇　 ℘(u) := − d2

du2
log σ(u), x(u) = ℘(u)

〇　 du =
dx

2y
,
d

du
= 2y

d

dx

〇　 d

du
x = 2y

d

dx
x = 2y

〇　
(
℘u(u)

2

)2

= ℘(u)3 + λ2℘(u)
2 + λ1℘(u) + λ0

〇　 ℘u℘uu

2
= ℘u(3℘

2 + 2λ2℘+ λ1)

〇　KdV方程式：℘uuu − 6℘℘u − 2λ2℘u = 0：微分恒等式� �
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種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式

種数１の被覆曲線� �

� �
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種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式

種数１の被覆曲線とヤコビの am関数� �
〇　 w 2 := (x − e3)　⇒　 2重被覆の特異曲線, ci := ei − e3
　　 y 2 = w 2(w 2 − c1)(w

2 − c2)

〇　正規化：z = y/w 　⇒　　　 Ê : z2 = (w 2 − c2)(w
2 − c3)

〇　 al1(u) =
√

x(u)− e1 =
√

℘(u)− e1 =
e−η1uσ(u + ω1)

σ(u)σ(ω1)

〇　 al2(u) =
√
x(u)− e2 =

e−η2uσ(u + ω2)

σ(u)σ(ω2)
,

〇　 al3(u) =
√

x(u)− e3 =
e−η3uσ(u + ω3)

σ(u)σ(ω3)

〇　 sn(u) =

√
e1 − e3
al3(u)

, cn(u) =
al1(u)

al3(u)
, dn(u) =

al2(u)

al3(u)� �
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種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
種数１の被覆曲線と am関数� �
〇　 sn(u) =

√
e1 − e3
al3(u)

= sin am(u)：Jacobiの am関数⇒一般化
〇　 ãm：al3(u) = exp(iãm(u))，or φ = ãm,
x(u)− e3 = exp(2iφ(u))，但し ci := ei − e3，c1c2 = 1.

〇　 w = eiφ, k1 =
2i 4
√
c1c2√

c1 −
√
c2
とする

〇　 (w 2 − c1)(w
2 − c2) = 4 1

k2
1
e2iφ(1− k2 sin2 φ)

(w2 − c1)(w
2 − c2) = w2(w2 − (c1 + c2) + c1c2w

−2)

= w2

(
e2iφ + e−2iφ − e1 + e2

1

)
= 2w2

(
cos(2φ)− c1 + c2

2

)
= 4w2 1

k2
1

(
1− k2

1 sin
2 φ

)
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種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
種数１の被覆曲線� �
〇　 z2 = 4 1

k2
1
e2iφ(1− k2 sin2 φ), 但し ci := ei − e3，c1c2 = 1

〇　 du =
dx

2y
=

dw

z
=

ik1dφ

2
√

1− k2 sin2 φ
となる．(ãm(u)) 　

� �
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種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
種数１の被覆曲線と am関数� �
〇　 d

du
log al3(u) =

1

2

d℘(u)/du

℘(u)− e3
=

y(u)

x(u)− e3
=

al1al2
al3

　　　　　　　= [ζ(u + ω3)− ζ(u)− η3] .

〇　 d

du
al3 = 2y

d

dx

√
x − e3 =

y√
x − e3

= al1al2

〇　MKdV方程式：φ(u) := ãm(u):= (log al3(u))/i，al3(u) = eiãm(u)

　　　　　　　: 4(λ2 + 3e3)φu + φ3
u + φuuu = 0

〇　 sine-Gordon方程式：
　　　 d2

du2
log al3 = (al3(u))

2 − (e1 − e3)(e2 − e3)

(al3(u))2

　　　 d2

du2
φ = 2 sin 2φ

〇MKdV方程式，sine-Gordon方程式は楕円関数の起源である弾性曲線の方
程式として発見された　 Euler 1744, Lagrange 1770, Gauss 1800 (Jacob
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種数２のKdV方程式
種数２の曲線� �

X :=

(x , y)
∣∣∣ y 2 = f (x)

= (x − b0)(x − b1) · · · (x − b4)
= x5 + λ4x

4 + · · ·+ λ1x + λ0

= (x − b1)(x
4 + λ′

3x
3 + · · ·+ λ′

0)

 ∪ {∞}

〇　 νI :=

(
νI
1

νI
2

)
:=

( dx
2y
xdx
2y

)
, νI

j :=
x j−1dx

2y

〇　 κX : X̃ → X：X のアーベル被覆　 κX : γP,∞ 7→ P ∈ X .

〇　アーベル積分：w̃ : X̃ → C2, w̃(γ) :=

∫
γ

νI ∈ C2，
〇　アーベル積分：w̃ : S2X̃ → C2,
　　　　 u := w̃(γ1, γ2) := w̃(γ1) + w̃(γ2)� �
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種数２のKdV方程式

種数２の曲線� �
〇　周期積分：ωi := w̃(bi , 0) =

∫ (bi ,0)

∞
νI

〇　 ω′ := (ω2, ω4), ω′′ := (ω2 − ω1, ω4 − ω3)
〇　 ΓX := 〈2ω′, 2ω′′〉Z
〇　 κJ : C2 → JX = C2/ΓX
〇　アーベル・ヤコビ写像：w : S2X → JX ,

w(P1,P2) :=

∫ P1

∞
νI +

∫ P2

∞
νI ∈ JX，

〇　ϖx : X → P := P1, ϖx(Pa = (xa, ya)) = xa.� �
松谷茂樹 (金沢大学) 複素超楕円ヤコビ多様体内のある「実値構造」と実超楕円 am 関数について　 沼津改め 静岡研究会　—幾何，複素解析，そして数理物理— ２０２５年３月２５日（火）～２８日（金） 静岡大学2025 年 3 月 26 日 22 / 70



種数 2のKdV方程式
種数２：曲線とヤコビ多様体� �
〇　 ℘ij(u) := − ∂2

∂ui∂uj
log σ(u), ヤコビの逆問題,

〇　 κX (γa) = (xa, ya)かつ u = w̃(γ1, γ2)に対して
　　 x1 + x2 = ℘22(u), x1x2 = ℘21(u),

fΩ(x1, x2)− 2y1y2
(x1 − x2)2

= ℘11
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種数２のKdV方程式
種数２のKdV方程式� �
Theorem

種数 2の℘関数は次を満たす．（℘22(u) = x1+ x2, ℘21(u) = x1x2）
℘2222 = 6℘2

22 + 4℘21 + 4λ4℘22 + 2λ3 (2)

証明：
〇　

(
du1
du2

)
=

(
1/2y1 1/2y2
x1/2y1 x2/2y2

)(
dx1
dx2

)
, この行列をMとする

〇　
(
dx1
dx2

)
=

4y1y2
(x2 − x1)

(
x2/2y2 −1/2y2
−x1/2y1 1/2y1

)(
du1
du2

)
　 (M−1)

〇　M = (∂ui/∂xj)という事実に着目する．
〇　

(
∂u1
∂u2

)
=

1

x2 − x1

(
2x2y1 −2x1y2
−2y1 2y2

)(
∂x1
∂x2

)
　 ( tM−1)

� �
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種数２のKdV方程式
種数２のKdV方程式 2, ∂u2℘22(u), ∂2

u2
℘22(u)� �

〇　 ∂

∂u2
(x1 + x2) =

(
2y1

x1 − x2

∂

∂x1
+

2y2
x2 − x1

∂

∂x2

)
(x1 + x2) 　　

　　=
2y1

x1 − x2
− 2y2

x1 − x2
〇　 y 2

a = f (xa)より 2yadya = f ′(xa)dxaに注意する
〇　 ∂

∂x1

[
2y1

x1 − x2
− 2y2

x1 − x2

]
=

−2(y1 + y2)

(x1 − x2)2
+

2f ′(x1)

2(x1 − x2)y1

〇　 ∂2

∂u22
(x1 + x2) =

2y1
x1 − x2

[
−2(y1 + y2)

(x1 − x2)2
+

2f ′(x1)

2(x1 − x2)y1

]
+ (1 ↔ 2)

　　　　 =
−4f (x1)

(x1 − x2)3
+

2f ′(x1)

(x1 − x2)2
+

−4f (x2)

(x1 − x2)3
+

2f ′(x2)

(x1 − x2)2

　　　　 =
−2

(x1 − x2)2
I (x1, x2)

〇　 I := 2
f (x1)− f (x2)

x1 − x2
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種数２のKdV方程式

種数２のKdV方程式 3� �
〇　　 I = (x1 − x2)

2[−3(x1 + x2)
2 + 2x1x2 − 2λ4(x1 + x2) + λ3]

〇　いままでのまとめ
　　　　 ∂2

∂u2
2

(x1 + x2) = 6(x1 + x2)
2 + 4x1x2 + 4λ4(x1 + x2) + 2λ3

〇　 x1 + x2 = ℘22(u), x1x2 = ℘21(u)に注意するとKdV方程式
が得られた．� �
種数２のKdV方程式 3� �
℘2222 = 6℘2

22 + 4℘21 + 4λ4℘22 + 2λ3

は S2X 上で微分恒等式として成立する．� �
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1 研究の目的
2 種数１のKdV方程式、
3 種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
4 種数２のKdV方程式、
5 →　種数２:被覆空間 X̂ am関数，MKdV，sine-Gordon方
程式

6 種数 g :被覆空間 X̂ am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
7 種数 g : TSg X̂ と TJX
8 集光型MKdV方程式とDNAの形状
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種数２のMKdV方程式
背景と目標� �
〇　 Eulerはエネルギー ∫

(∂ϕ(s))2ds 最小値としての弾性曲線
方程式

(a∂s)ϕ+ (
1

2
∂ϕ)3 + ∂3

s ϕ = 0

を陰に導出し，この楕円積分を実行することで弾性曲線の形状
の実現と，その分類（モデュライの分類）を行った．
〇　弾性曲線の励起状態の等エネルギー面は実MKdV（実変形
KdV)方程式に従う

(∂t + a∂s)ϕ+ (
1

2
∂ϕ)3 + ∂3

s ϕ = 0

（t, s, ϕはすべて実数値）
〇　目標：実MKdV方程式の超楕円関数解　を　複素超楕曲線
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種数２のMKdV方程式

種数２の被覆曲線� �
〇　 w 2 := (x − b0)　⇒
　　 y 2 = w 2(w 2 − c1) · · · (w 2 − c4), ci = bi − b0
〇　 z = yx 　⇒　
　　 X̂ : z2 = (w 2 − c1) · · · (w 2 − c4)

〇 　 al0(u) = w1w2 =
√

(x1 − b0)(x2 − b0) =
e−η1uσ(u + ω1)

σ(u)σ(ω1)

((w1, z1), (w2, z2)) ∈ S2X̂ (((x1, y1), (x2, y2)) ∈ S2X )� �
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種数２のMKdV方程式

種数２の被覆曲線� �

� �
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種数２のMKdV方程式
種数２のMKdV方程式解� �
Theorem

(xa, ya)a=1,2 ∈ S2X，w2
a = (xa − b0) = exp(2iφa) (a = 1.2)

ϕ :=
2

i
log al0(u) = 2(φ1 + φ2), (超楕円 am(u) = ϕ(u)/2関数）は複素数体

上のMKdV方程式

∂3

∂u3
2

ϕ+
1

2

(
∂

∂u2
ϕ

)3

= 4
∂

∂u1
ϕ− 2(λ4 + 3b1)

∂

∂u2
ϕ

b0 = 0かつ∏4
i bi = 1のとき，sine-Gordon方程式

∂2

∂u2∂u1
ϕ = 2 sinϕ
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g のMKdV方程式解� �
X :=

{
(x , y)

∣∣∣ y2 = (−1)g (x − b0)(x − b1) · · · (x − b2g )
= (−1)g (x2g+1 + λ2gx

2g + · · ·+ λ1x + λ0)

}
∪ {∞}

〇　 νI :=

νI
1
...
νI
g

 :=


dx
2y
...

xg−1dx
2y

, νI
i =

x i−1dx

2y

〇　 κX : X̃ → X：X のアーベル被覆　 κX : γP,∞ 7→ P ∈ X .

〇　アーベル積分：w̃ : X̃ → Cg , w̃(γ) :=

∫
γ

νI ∈ C2，
〇　アーベル積分：w̃ : Sg X̃ → Cg ,
　　　　 u := w̃(γ1, . . . , γg ) := w̃(γ1) + · · ·+ w̃(γg )� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g のMKdV方程式解� �
〇　

du1...
dug

 =

 1 · · · 1
...

. . .
...

xg−1
1 · · · xg−1

g




1
2y1

. . .
1

2yg


dx1...
dxg

,　
この行列をMとする

〇
dx1...
dxg

 = M−1

du1...
dug

,　
∂u1...
∂ug

 = tM−1

∂x1...
∂xg


� �
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種数 gのMKdV方程式

種数 g：曲線とヤコビ多様体� �

� �
松谷茂樹 (金沢大学) 複素超楕円ヤコビ多様体内のある「実値構造」と実超楕円 am 関数について　 沼津改め 静岡研究会　—幾何，複素解析，そして数理物理— ２０２５年３月２５日（火）～２８日（金） 静岡大学2025 年 3 月 26 日 36 / 70



種数 gのMKdV方程式

種数 g：曲線とヤコビ多様体� �
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種数 gのMKdV方程式
種数 g：曲線とヤコビ多様体� �
〇　

du1...
dug

 = M

dx1...
dxg

,
dx1...
dxg

 = M−1

du1...
dug

,
∂u1...
∂ug

 = tM−1

∂x1...
∂xg



� �
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種数 gのMKdV方程式

種数 g の被覆曲線� �
〇　 w 2 := (x − b0)　⇒
　　 y 2 = w 2(w 2 − c1) · · · (w 2 − c2g ), ci = bi − b0
〇　 z = yx 　⇒　
　　 X̂ : z2 = (w 2 − c1) · · · (w 2 − c2g ),

〇　al0(u) = w1 · · ·wg =
√

(x1 − b0) · · · (xg − b0) =
e−η1uσ(u + ω1)

σ(u)σ(ω1)

((w1, z1), . . . , (wg , zg )) ∈ Sg X̂ (((x1, y1), . . . , (xg , yg )) ∈ SgX )� �
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種数 gのMKdV方程式

種数 g の被覆曲線� �

� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g のMKdV方程式解� �
Theorem

al0(u) =
√

(x1 − b0) · · · (xg − b0) = exp(iϕ/2),)

ϕ :=
2

i
log al0(u)（超楕円 am(u) = ϕ(u)/2関数）は複素数体上

のMKdV, sine-Gordon方程式を恒等式として満たす：
∂3

∂u3
g

ϕ+
1

2

(
∂

∂ug
ϕ

)3

= 4
∂

∂ug−1
ϕ− 2(λ2g + 3b0)

∂

∂ug
ϕ

b0 = 0かつ∏g
i bi = 1のとき， ∂2

∂ug∂u1
ϕ = 2 sinϕ

� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
種数 g のMKdV方程式解の実値性� �
実解析的には ϕ = ϕr + iϕi, ua = ua,r + iua,iにより
Theorem

al0(u) =
√

(x1 − b0) · · · (xg − b0) = exp(iϕ/2),)
ϕr（実超楕円 am(u) = ϕr(u)/2関数はゲージ場付きMKdV方程式を
満たす

∂3ϕr

∂u3
g ,r

+
1

2

(
∂ϕr

∂ug ,r

)3

= 4
∂

∂ug−1,r
ϕr−2(λ2g+3b0+

3

8

(
∂ϕi

∂ug ,r

)2

)
∂ϕr

∂ug ,r

b0 = 0かつ∏g
i bi = 1のとき，sine-Gordon方程式も満たす[

∂
∂ug,rr

− i ∂
∂ug,ri

] [
∂

∂u1,rr
− i ∂

∂u1,ri

]
(ϕr + iϕi) = 8 sin(ϕr + iϕi)

目標：ϕ = ϕrの方程式として実値 ua,rで構成したい!� �松谷茂樹 (金沢大学) 複素超楕円ヤコビ多様体内のある「実値構造」と実超楕円 am 関数について　 沼津改め 静岡研究会　—幾何，複素解析，そして数理物理— ２０２５年３月２５日（火）～２８日（金） 静岡大学2025 年 3 月 26 日 42 / 70



本日のメニュー

1 研究の目的
2 種数１のKdV方程式、
3 種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
4 種数２のKdV方程式、
5 種数２:被覆空間 X̂ am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
6 種数 g :被覆空間 X̂ am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
7 →　 種数 g : TSg X̂ と TJX
8 集光型MKdV方程式とDNAの形状
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g のMKdV方程式解� �
問題：超楕円 am関数 ϕ = ϕr ∈ Rかつ，その Abel積分の像{(

ug−1

ug

)}
がR2となるように構成できるか？

((w1, z1) . . . , (wg , zg )) ∈ Sg X̂ に対し、al0(u) = w1 · · ·wg = eiϕ

　また，wa = eiφaとすると ϕ = (φ1 + φ2 + · · ·+ φg )より

問題：(w1, . . . ,wg ) ∈ ϖxS
g X̂ に対し，wa = eiφa ∈ S1 ⊂ X , i.e.

φa ∈ RとそのAbel積分の像
{(

ug−1

ug

)}
= R2 ⊂ Cg = κ−1

J JX

とを同時に成立させることは可能か？� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
種数 g のMKdV方程式解　 S1上の分岐点� �
ϕ = ϕr + iϕi, ua = ua,r + iua,iにより
問題：(w1, . . . ,wg ) ∈ ϖxS

g X̂ に対し，wa = eiφa ∈ S1 ⊂ X , i.e. φa ∈ Rと
そのAbel積分の像

{(
ug−1

ug

)}
= R2 ⊂ Cg = κ−1

J JX とを同時に成立させる
ことは可能か？
{±c

1/2
1 ,±c

1/2
2 , . . . ,±c

1/2
2g }を S1上に配置し c

1/2
2n−1c

1/2
2n = 1とする

{eiϕ
±,±
ba }a=1,...,g
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
種数 g の角表示� �
問題：(w1, . . . ,wg ) ∈ ϖxS

g X̂ に対し，wa = eiφa ∈ S1 ⊂ X , i.e. φa ∈ Rと
そのAbel積分の像

{(
ug−1

ug

)}
= R2 ⊂ Cg = κ−1

J JX とを同時に成立させる
ことは可能か？
{±c

1/2
1 ,±c

1/2
2 , . . . ,±c

1/2
2g }を S1上に配置し c

1/2
2n−1c

1/2
2n = 1とする

Lemma

e2iφ := (x − b0)により y は以下のようになる

y 2 = (−4)g
4e(2g+2)iφ∏

i(k
2
i )

g∏
a=1

(1− k2
a sin

2 φ), ka :=
2i 4
√
e2a−1e2a√

e2a−1 −
√
e2a

,

= (−4)g4e(2g+2)iφK 2, K 2 =

g∏
a=1

(1− k2
a sin

2 φ)∏
i(k

2
i )

,
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g の角表示 実超楕円曲線� �
(eiϕr , 0)，(eiϕr ,K ) ∈ C × Rの表示　（左：奇 g と右：偶 g)：　⇒　 Z :=

{(φ,K )} ⊂ R2,として表現できる．

� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
種数 g の角表示 実超楕円曲線� �
Z := {(φ,K )} ⊂ R2 に対して経路空間 Z̃ := κ−1

X̂
Z と置く

問題：(w1, . . . ,wg ) ∈ ϖxS
g X̂ に対し，wa = eiφa ∈ S1 ⊂ X , i.e. φa ∈ Rと

そのAbel積分の像
{(

ug−1

ug

)}
= R2 ⊂ Cg = κ−1

J JX とを同時に成立させる
ことは可能か？

⇒　
{(

ug−1,r

ug ,r

)}
: Sg Z̃ → R2 が構成できるか？i.e.,各点で

dφ1,r

...
dφg ,r

 =

Adug ,r + Bdug−1,r (A, B 実) を成立するか？
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g のMKdV方程式解� �
〇　 b0 = −1とする．dφa =

dxa
2i(xa − 1)

よりdu1...
dug

 =

 1 · · · 1
...

. . .
...

xg−1
1 · · · xg−1

g




1
2i(x1−1)y1

. . .
1

2i(xg−1)yg


dφ1

...
dφg

,
　この行列をMとする
x ℓa = (e2iφa − 1)ℓ = (eℓiφa)(2i sinφa)

ℓ

〇
dφ1

...
dφg

 = M−1

du1...
dug

,　
∂u1...
∂ug

 = tM−1

∂φ1

...
∂φg


� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g の角表示のヤコビ行列� �
〇Mij =

(i)(g−i)e−(g−i−1)iφj sini−1(φj)

2g−i−1Kj

〇 cj := cos(φj), sj := i sin(φj)とすると
〇M = [Mij ] = [i−g+1(cj − sj)

g−i−1(2sj)
i−1/Kj ]

=
i1−g

2g−1

(c1 − s1)
g−1 · · · (cg − sg )

g−1

...
. . .

...
(2s1)

g−1 · · · (2sg )
g−1

K1

. . .
Kg

−1

〇　M = WK−1, W := [(cj − sj)
g−i(2sj)

i ]
W := [(cj − sj)

g−i(2sj)
i−1]は本質的にはVandermonde行列に

過ぎない
⇒　M−1は具体的に計算可能� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g の角表示のヤコビ行列� �
W := [Wij ] = [(2sj)

i−1(cj − sj)
g−i ] の逆行列は

n∏
i=1,̸=j

((ci − si)x − 2si) = εj ,n−1x
n−1+εj ,n−2x

n−2+· · ·+εj ,1x+εj ,0.

とすると
U := [Uij ] = [εi ,j ] =: [εεε0, . . . , εεεg−1]

により得られる．i.e.,

UW =

[∏
ℓ̸=i

(sℓci − sicℓ))δij

]
, 対角行列

� �
松谷茂樹 (金沢大学) 複素超楕円ヤコビ多様体内のある「実値構造」と実超楕円 am 関数について　 沼津改め 静岡研究会　—幾何，複素解析，そして数理物理— ２０２５年３月２５日（火）～２８日（金） 静岡大学2025 年 3 月 26 日 51 / 70



種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
種数 g M−1について� �
Lemma

〇Wの成分 εi ,j はQ[s1, . . . , sg , c1, . . . , cg ]/(si , ci)の (g − 1)次
の同次対称多項式である．(φi ∈ Rの際，si ∈ iR，ci ∈ R)
〇 e1,k を (g − 1)次の同次対称多項式で，cに関して k次同次多
項式とする．e.g.,
　 e1,0 = s2 · · · sg ,
　 e1,1 = c2s3 · · · sg + s2c3s4 · · · sg + · · ·+ s2 · · · sg−1cg ,
　 . . .,
　 e1,g−1 = c2 · · · cg ,
〇 φi ∈ R (i = 1, . . . , g)に対して，

g − 1− kが奇数のとき e1,k ∈ iR
g − 1− kが偶数のとき e1,k ∈ R
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g M−1について� �
Lemma

〇Wの成分 εi ,j はQ[s1, . . . , sg , c1, . . . , cg ]/(si , ci)の (g − 1)次
の同次対称多項式である．(φi ∈ Rの際，si ∈ iR，ci ∈ R)
〇 e1,k を (g − 1)次の同次対称多項式で，cに関して k次同次多
項式とする．e.g.,
　 e1,0 = s2 · · · sg ,
　 e1,1 = c2s3 · · · sg + s2c3s4 · · · sg + · · ·+ s2 · · · sg−1cg ,
　 . . .,
　 e1,g−1 = c2 · · · cg ,
〇　同様に ei ,k 定義する

　 E := (eij)により，U = EA, 　A ∈ MatQ[i](g).� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g M−1について� �
U := [εεε0, εεε1, . . . , εεεg−1]に関して
〇奇数 g の場合:
V := [Reεεε0, Imεεε2, . . . , Imεεε2ℓ,Reεεε2ℓ, . . . , Imεεεg−1,Reεεεg−1]

U = VB, B ∈ MatQ[i](g)
〇偶数 g の場合:
V := [Imεεε1,Reεεε1, . . . , Imεεε2ℓ−1,Reεεε2ℓ−1, . . . , Imεεεg−1,Reεεεg−1]

U = VB, B ∈ MatQ[i](g)

〇　 B =


B̃[n−3,n−3] B̃[n−3],1 B̃[n−3],2 0

0 1 −1 0
0 0 −2i i
0 0 0 1

 ,　 B̃[n−3],2 =

 ...
bg−4

ibg−3


B̃[n−3,n−3] ∈ MatC((n − 3)× (n − 3)),

B̃[n−3],1, B̃[n−3],2 ∈ MatC((n − 3)× 1).� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式

種数 g M−1について� �
奇数 g の場合, V を次で定義する：



Reε1,0 Imε1,2 · · · Imε1,2ℓ Reε1,2ℓ · · · Imε1,g−1 Reε1,g−1
Reε2,0 Imε2,2 · · · Imε2,2ℓ Reε2,2ℓ · · · Imε2,g−1 Reε2,g−1

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.
Reεg−1,0 Imεg−1,2 · · · Imεg−1,2ℓ Reεg−1,2ℓ · · · Imεg−1,g−1 Reεg−1,g−1
Reεg,0 Imεg,2 · · · Imεg,2ℓ Reεg−1,2ℓ · · · Imεg,g−1 Reεg,g−1



偶数 g の場合, V を次で定義する：



Imε1,1 Reε1,1 · · · Imε1,2ℓ−1 Reε1,2ℓ−1 · · · Imε1,g−1 Reε1,g−1
Imε2,1 Reε2,1 · · · Imε2,2ℓ−1 Reε2,2ℓ−1 · · · Imε2,g−1 Reε2,g−1

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.

.

.

.
Imεg−1,1 Reεg−1,1 · · · Imεg−1,2ℓ−1 Reεg−1,2ℓ−1 · · · Imεg−1,g−1 Reεg−1,g−1
Imεg,1 Reεg−1,1 · · · Imεg,2ℓ−1 Reεg,2ℓ−1 · · · Imεg,g−1 Reεg,g−1


� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
φi ∈ Rを仮定� �
Lemma

〇M−1 = K̃U = K̃VBと書ける

但し K̃ =


(−2i)g−1K1∏
ℓ̸=1(sℓc1−s1cℓ)

. . .
(−2i)g−1Kg∏
ℓ̸=g (sℓc1−s1cℓ)

 ∈ MatR(g)

〇
dφ1

...
dφg

 = K̃VB

du1...
dug

 = K̃V

dt1...
dtg

，
dt1...
dtg

 := B

du1...
dug


〇　 B =


B̃[n−3,n−3] B̃[n−3],1 B̃[n−3],2 0

0 1 −1 0
0 0 −2i i
0 0 0 1

 ,　 B̃[n−3],2 =

 ...
bg−4

ibg−3
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
φi ∈ Rを仮定� �
Lemma

〇
dφ1

...
dφg

 = K̃VB


du1
...

dug−2

dug−1

dug

 = K̃V


dt1
...

dtg−2

idtg−1

dtg

，


dt1
...

dtg−2

idtg−1

dtg

 := B


du1
...

dug−2

dug−1

dug


〇　 φk ∈ Rのとき V =: [V1, . . . ,Vg−1,Vg ]はR値

〇
dφ1

...
dφg

 = K̃VR


dt1
...

dtg−2

idtg−1

dtg

，　
� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
φi ∈ R，g 奇数を仮定� �
Lemma

〇
dφ1

...
dφg

 = Vgdtg + iVg−1dtg−1 + Vg−2dtg−2 + · · ·+ V1dt1,　

〇 dti ∈ T ∗R，ϕ = 2(φ1 + · · ·+ φg )

〇
∂u1...
∂ug

 := tB

∂t1...
∂tg

, B =


B̃[n−3,n−3] B̃[n−3],1 B̃[n−3],2 0

0 1 −1 0
0 0 −2i i
0 0 0 1

 , 　 B̃[n−3],2 =


.
.
.

bg−4
ibg−3


　

∂ug = ∂tg + i∂tg−1 ,

∂ug−1 = ∂tg−2 − 2i∂tg−1 +
∑
i

√
(−1)ibg−2−i∂tg−2−i

,

� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
φi ∈ R，g 奇数を仮定� �
Lemma

〇

dφ1

...
dφg

 = Vgdtg + iVg−1dtg−1 + Vg−2dtg−2 + · · ·+ V1dt1,　

〇 dti ∈ T ∗R，ϕ = 2(φ1 + · · ·+ φg )

〇

∂u1...
∂ug

 := tB

∂t1...
∂tg

, B =


B̃[n−3,n−3] B̃[n−3],1 B̃[n−3],2 0

0 1 −1 0
0 0 −2i i
0 0 0 1

 , 　 B̃[n−3],2 =


.
.
.

bg−4
ibg−3


　

∂ug ,rϕr = ∂tgϕr = 2(1, 1, . . . , 1)Vg

∂ug ,rϕi = ∂ug ,iϕr = ∂tg−1ϕr = 2(1, 1, . . . , 1)Vg−1

∂ug−1,rϕr = 2(1, 1, . . . , 1)Vg−2 +
∑
i

bg−1−2iVg−1−2i
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
φi ∈ R，g 奇数を仮定� �
Theorem

g:奇数：（特殊な）ある超楕円曲線のクラスにおいて，アーベ
ル積分

AI : Sg Z̃ → (R(g+1)/2 ⊕ iR(g−1)/2) ⊂ Cg

が定まる.
g :偶数：（特殊な）ある超楕円曲線のクラスにおいて，アーベ
ル積分

AI : Sg Z̃ → (Rg/2 ⊕ iRg/2) ⊂ Cg

が定まる.
曲線の実値（S1）構造とAIの像の実値構造が両立できる
（逆写像を実超楕円 am関数と呼ぶ）� �
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種数 gのMKdV方程式，sine-Gordon方程式
φi ∈ R，g 奇数を仮定� �
Theorem

φa, (a = 1.2, . . . , g)の適当な初期値に対して，
ϕr := 2(1, 1, . . . , 1)

[∫ tg

Vgdtg +

∫ tg−2

Vg−2dtg−2

]
はゲージ場付

きMKdV方程式を満たす

∂3ϕr

∂t3g
+
1

2

(
∂ϕr

∂tg

)3

= 4
∂

∂ug−1r
ϕr−2(λ2g+3b0+

3

8

(
∂ϕr

∂tg−1

)2

)
∂ϕr

∂tg

∂ug ,rϕi = 2(1, 1, . . . , 1)Vg−1 = 0の条件の下で，
{(tg , , tg−2) ∈ R2 | ti ∈ R}はMKdV方程式の実解を与える．
〇解を明示化したい（グラフに表示したい）．
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本日のメニュー

1 研究の目的
2 種数１のKdV方程式、
3 種数１:被覆空間 am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
4 種数２のKdV方程式、
5 種数２:被覆空間 X̂ am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
6 種数 g :被覆空間 X̂ am関数，MKdV，sine-Gordon方程式
7 種数 g : TSg X̂ と TJX
8 →　 集光型MKdV方程式とDNAの形状
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Contemporary Weierstrass σ 関数論
Euler elasticaを超える試み　高次種数化� �
1 1998: M：弾性曲線の統計力学の定式化：Z =

∫ s

eiϕds

（DNA形状の表現＝「幾何学の統計力学（量子化）の例」）
（実数体上のMKdV方程式による構成）

2 2016: M-Previato，Euler-Bernoulliエネルギー汎関数に
よる実平面曲線のモデュライの分類

3 2002-, 複素数体上のMKdV方程式の超楕円関数解の提示
（Weierstrassの al関数，σ関数による）

4 2021:M-Previato (g = 2)
複素数体上のMKdV方程式の超楕円関数解から
実数体上への制限の試みと，実曲線の構成

5 2024:M g = 3� �
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超楕円MKdV方程式の実解

Euler elasticaを超える試　高次種数化　 g = 3� �

� �
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超楕円MKdV方程式の実解

Euler elasticaを超える試　高次種数化　 g = 3� �
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超楕円MKdV方程式の実解
Euler elasticaを超える試み　高次種数化　 g = 3� �

� �
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超楕円MKdV方程式の実解

Euler elasticaを超える試み　高次種数化� �
●DNAの形状は代数幾何により定まる．
（許される形状は実値性 (ヤコビ多様体の有理型関数の実値分
布条件から）制限される）
　　⇒　生命現象と現代数学の新たなコラボレーションを示す
●８の字形状 (g = 1の ζ関数)の次に複雑な代数曲線から許さ
れる形状は，g > 3の超楕円 ζ関数となり，
交差点が (> 4?)になる
●生命の進化に関連する？（単純生物から急に複雑になる？）� �
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超楕円 sine-Gordon方程式の実解

予想� �
同様の方法で，R3 に埋め込まれた負ガウス曲率一定曲面は
(Hilbert 1899)

(∂2
s − ∂2

t )ϕ = sinϕ cosϕ

となることが知られており，上記の方法で解の構成を明示的に
行うことが可能と予想される．
⇒　これらは超楕円ヤコビ多様体 JX の普遍被覆 Cg の中の R2

上の関数として実現・分類される．� �
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超楕円MKdV方程式の実解
用の美としての数学� �

用の美としての数学史：
ベルヌーイ，オイラー，ガウス：弾性曲線と楕円関数の歴史
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ご静聴ありがとうございました
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