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8-1
(X,O)を連結な位相空間とし，f : X → Rを連続関数とする．ある点 a, b ∈ X について f(a) < f(b)
とする．このとき，[f(a), f(b)] ⊂ f(X) を示せ．（つまり，任意の c′ ∈ R, f(a) ≤ c′ ≤ f(b), に対し
て，c ∈ X が存在して，f(c) = c′ が成り立つ．）
（ヒント：位相空間 (X,O) が「連結でない」⇐⇒ ∃U1, U2 ∈ O, X = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅, U1 6= ∅, U2 6= ∅.)
（注：問題 8-1の主張は，いわゆる中間値の定理（の一般化）である．）

8-2
次の問いに答えよ．
(1) R はコンパクトでないことを（定義から直接）証明せよ．
(2) Rの部分集合 A = {1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .} ∪ {0} がコンパクトであることを（定義から直接）
証明せよ．(ヒント：A の任意の開被覆を考える)

8-3
次の問いに答えよ．
(1) 位相空間 X の部分集合 A について，次の条件 (a) (b) は互いに同値であることを証明せよ．

(a) A に X からの相対位相を入れたとき，A がコンパクト位相空間である．

(b) X の開集合族 {Vλ}λ∈Λ がA ⊂
∪

λ∈Λ Vλ を満たすとき（つまり，A の開被覆について），有限
個の Vλ1 , . . . , Vλk

を選んで，A ⊂ Vλ1 ∪ · · · ∪ Vλk
とできる．（つまり，A は X のコンパクト部

分集合である．）

(2) 位相空間 X の部分集合 A1, A2, . . . , Ak がすべてコンパクトであるならば，その和集合
∪k

n=1 An

も X のコンパクト部分集合となることを証明せよ．

問題 8-1，問題 8-2，問題 8-3，は全て，概念の定義をしっかり確認しながら解けば解ける問題です．
基本的な用語や概念は，定義を何度も使って確認して，十分に身につけるようにしてください．

問題 8-1 の解答例．
X が連結で f が連続だから，f(X) は R の連結部分集合である．f(a), f(b) ∈ f(X) である．仮に，
[f(a), f(b)] 6⊂ f(X) を仮定して矛盾を導く．∃c′, f(a) ≤ c′ ≤ f(b), c′ 6∈ f(X) とおく．c′ 6= f(a), c′ 6=
f(b) である．V1 = (−∞, c′), V2 = (c′,∞) とする．このとき，
V1, V2 は R の開集合であり，f(X) ⊂ V1 ∪ V2, f(X) ∩ V1 ∩ V2 = ∅ であり，さらに，
f(X) ∩ V1 6= ∅, f(X) ∩ V2 6= ∅ が成り立つ．
実際，f(a) ∈ f(X) ∩ V1 であり，f(b) ∈ f(X) ∩ V2 である．
これは，f(X) が連結集合であることに矛盾する．したがって，[f(a), f(b)] ⊂ f(X) が成り立つ．

問題 8-2 の解答例．
(1)
n ∈ N に対し，Un = (−∞, n) ⊂ R とおく．すると，{Un}n∈N は R の開被覆となる．R = ∪n∈NUn

である．{Un}n∈N から有限個の Un1 , . . . , Unp を選んで，R = Un1 ∪ · · ·∪Unp と覆うことはできない．
なぜなら，もし覆えるとすると，N = max{n1, . . . , np} とおくと，R ⊂ Un1 ∪ · · · ∪ Unp = UN =
(−∞, N) となり矛盾が導かれるからである．
よって，R はコンパクトではい．
(2)
A の任意の開被覆 {Vα}α∈Λ (A ⊂

∪
α∈Λ Vα, Vα は R の開集合) をとる．

ある α0 ∈ Λがあって，0 ∈ Uα0 となる．Uα0 は開集合であるから，δ > 0があって，(−δ, δ) ⊂ Uα0 と



なる．k ∈ Nを 1
k < δ となるようにとれば，n ≥ k ならば 1

n ∈ Uα0 となる．一方，n = 1, 2, . . . , k−1
に対しては，それぞれ， 1

n ∈ Uαn となる αn ∈ Λ が存在する．このとき，

A ⊂ Uα1 ∪ Uα2 ∪ · · · ∪ Uαk−1
∪ Uα0

となる．このように有限部分被覆が存在する．したがって，A はコンパクトである．

問題 8-3 の解答例．
(1) (a) =⇒ (b) を示す．
AのX における任意の開被覆 {Vλ}λ∈Λ (A ⊂

∪
λ∈Λ Vλ, VλはX の開集合）をとる．A =

∪
λ∈Λ(Vλ∩A)

である．Vλ ∩A は相対位相に関して，A の開集合であり，{Vλ ∩A}λ∈Λ は A の A における開被覆で
ある．A はコンパクト空間であるから，有限個の λ1, . . . , λp が存在して，A ⊂ Vλ1∩A ∪ · · · ∪ Vλp∩A

となる．
このとき，A ⊂ Vλ1 ∪ · · · ∪ Vλp が成り立つ．したがって，A はコンパクト部分集合である．
(b) =⇒ (a) を示す．
A の A における任意の開被覆 {Uλ}λ∈Λ (A =

∪
λ∈Λ Uλ, Uλ は A の開集合）をとる．Uλ は A の開

集合であるから，X の開集合 Vλ があって，Uλ = Vλ ∩ A となる．このとき，A ⊂
∪

λ∈Λ Vλ である．
A はコンパクト部分集合だから，有限個の λ1, . . . , λp が存在して，A ⊂ Vλ1 ∪ · · · ∪ Vλp となる．こ
のとき，A = (Vλ1 ∩A) ∪ · · · ∪ (Vλp ∩ A) = Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλp となる．したがって，A はコンパクト位
相空間である．
(2)∪k

n=1 An の任意の開被覆 {Vλ}λ∈Λ (つまり，
∪k

n=1 An ⊂
∪

λ∈Λ Vλ, Vλ は X の開集合）をとる．こ
のとき，各 An に対し，{Vλ}λ∈Λ は，An の開被覆であり，An はコンパクトであるから，有限集合
Λn ⊂ Λ が存在して，An ⊂

∪
λ∈Λn

Vλ が成り立つ．このとき，Λ′ :=
∪k

n=1 Λn ⊂ Λ は有限集合であ
り，

∪k
n=1 An ⊂

∪
λ∈Λ′ Vλ となる．すなわち，

∪k
n=1 An の任意の開被覆が有限部分開被覆をもつ．し

たがって，
∪k

n=1 An はコンパクトである．

以上


