
【 幾何学 3： 曲線と曲面の幾何学 】
２０２５年度前期　

担当 石川 剛郎 (いしかわ ごうお）

● 授業計画

1．平面曲線 2．平面曲線の性質 3．空間曲線 4．曲面とは何か 5．第一基本形式

6．第二基本形式 7．主方向と漸近方向 8．測地線とガウス・ボンネの定理 9．曲面

の位相 10．微分形式 11．ガウス・ボンネの定理（多様体の場合） 12．期末テスト

13．幾何学の世界

● 教科書は使用しない．
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5． 第一基本形式

● 関数の外微分

２変数関数 f(u, v) を考える．uv-平面上の曲線 (u(t), v(t)) に沿って，関数 f(u, v)

の変化を見ると，微分積分学で学んだように，t の関数 f(u(t), v(t)) について，合成関

数の微分法則から

d

dt
f(u(t), v(t)) = fu(u(t), v(t))

du(t)

dt
+ fv(u(t), v(t))

dv(t)

dt
· · · · · · · · · (∗)

が成り立つ．この式を簡単に書けば，

df

dt
= fu

du

dt
+ fv

dv

dt

となる．ただし，左辺の f は u = u(t), v = v(t) を代入して t の関数だとみなしたもの

であり，右辺の fu や fv は f を偏微分してから u = u(t), v = v(t) を代入しているこ
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とに注意する．

ここで，uv-平面上の関数（u 座標関数） (u, v) 7→ u について，uv-平面上の曲線

(u(t), v(t)) に対して，du(t)
dt = u′(t) を対応させる「機能」に注目して，それを du で表

すことにする．（言い換えれば，uv-平面上の運動に対して，u 方向の速度だけを出力す

る “速度計”である．）

同様に，uv-平面上の曲線 (u(t), v(t)) に対して，dv(t)
dt = v′(t) を対応させる「機能」

を dv で表す．

さらに，uv-平面上の曲線 (u(t), v(t)) に対して，曲線に沿った関数 f(u(t), v(t)) の微

分 df
dt を対応させる「機能」を df で表すことにする．

すると，それらの「機能」の間の関係式として，

df = fudu+ fvdv

を得る．この式から，合成関数の微分法則 (*) が容易に想起することができる．

形式 df は f の外微分 (exterior differential) あるいは 全微分 (total differential)と

よばれる．もちろん du は座標関数 u の外微分であり，dv は座標関数 v の外微分であ
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る．この式の表示は形式的な式だとも思えるが，実は，「多様体論」によって，接ベクト

ル (tangent vector)や余接ベクトル (cotangent vector)の考え方で数学的に正しく定式

化できて，外微分形式の理論が展開されるのである．

注． 外微分 df は座標変換に関して不変である．すなわち，座標変換 u = u(ξ, η), v =

v(ξ, η) について，
df = fudu+ fvdv = fξdξ + fηdη

が成り立つ．実際，f の代わりに u をあてはめて，du = uξdξ + uηdη であり，f の代

わりに v にあてはめて dv = vξdξ + vηdη となるから，

fudu+ fvdv = fu(uξdξ + uηdη) + fv(vξdξ + vηdη)
= (fuuξ + fvvξ)dξ + (fuuη + fvvη)dη
= fξdξ + fηdη

となる．最後の等式では，合成関数の微分法則（連鎖率，chain rule）を使った．
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補題．関数の外微分に関して次が成り立つ．

d(f + g) = df + dg, d(fg) = gdf + fdg, d(φ(f)) =
dφ

dw
(f)df.

ただし，f = f(u, v), g = g(u, v), φ = φ(w) であり，φ(f) は φ(w) に w = f(u, v) を

代入したもの（合成関数）である．

上の第 2式だけを示してみよう．連鎖率を用いて計算すると，

d(fg) = (fg)udu+ (fg)vdv

= (fug + fgu)du+ (fvg + fgv)dv

= (fug du+ fvg dv) + (fgu du+ fgv dv)

= g(fudu+ fvdv) + f(gudu+ gvdv)

= gdf + fdg

を得る．
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例．D = R2 \ {(0, 0)} とし，D 上の微分可能な関数 f(u, v) =
√
u2 + v2 について計

算してみる．

fu =
∂

∂u
(u2 + v2)

1
2 =

1

2
(u2 + v2)−

1
2 · 2u =

u√
u2 + v2

であり，

fv =
∂

∂v
(u2 + v2)

1
2 =

1

2
(u2 + v2)−

1
2 · 2v =

v√
u2 + v2

なので，
df = fudu+ fvdv =

u√
u2 + v2

du+
v√

u2 + v2
dv

となる．一方，極座標 (r, θ), ただし

u = r cos θ, θ = r sin θ

で表すと，r, θ の関数として f = r を表されるから，df = dr となる．

r =
√

u2 + v2, θ = arctan
v

u
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なので，u, v の関数として，

df = dr = rudu+ rvdv =
u√

u2 + v2
du+

v√
u2 + v2

dv

という具合に（座標変換してから外微分しても）同じ式を得るので，この場合の座標不

変性が確かめられる．

● 第一基本形式

曲面 p(u, v) =


x(u, v)

y(u, v)

z(u, v)

 の上の曲線 p(u(t), v(t)) =


x(u(t), v(t))

y(u(t), v(t))

z(u(t), v(t))

 を考え
る．（曲面上を “質点”が運動している状況をイメージするとよい．）この（助変数表示

された）曲線の t-微分（速度ベクトル）は

d

dt
p(u(t), v(t)) =

 xuut + xvvt
yuut + yvvt
zuut + zvvt


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となり，その長さの 2乗は次のように計算される：∥∥ d
dtp(u(t), v(t))

∥∥2 = (xuut + xvvt)
2 + (yuut + yvvt)

2 + (zuut + zvvt)
2

= (x2
uu

2
t + 2xuxvutvt + x2

vv
2
t ) + (y2uu

2
t + 2yuyvutvt + y2vv

2
t )

+(z2uu
2
t + 2zuzvutvt + z2vv

2
t )

= (x2
u + y2u + z2u)u

2
t + 2(xuxv + yuyv + zuzv)utvt

+(x2
v + y2v + z2v)v

2
t

= (pu · pu)u
2
t + 2(pu · pv)utvt + (pv · pv)v

2
t

（· は内積である．）なお，この計算は，

d

dt
p(u(t), v(t)) =

 xuut + xvvt
yuut + yvvt
zuut + zvvt

 = puut + pvvt

と表し，内積の分配則から∥∥ d
dtp(u(t), v(t))

∥∥2 = (puut + pvvt) · (puut + pvvt)

= (pu · pu)u
2
t + 2(pu · pv)utvt + (pv · pv) v

2
t
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としても計算できる．ここで，列ベクトルのスカラー倍を（通常は左からのところを）

右から掛けて書いている箇所があるが，3× 1 型行列と 1× 1 型行列の積とすれば整合

性のある適切な書き方となっている．

そこで，助変数表示された空間曲面 p(u, v) に対して，

E = pu · pu, F = pu · pv, G = pv · pv

について，形式
ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

を第一基本形式 (first fundamental form) とよび，E,F,G を第一基本量 (coefficients

of first fundamental form)とよぶ．

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

と書くこともある．
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第一基本形式を行列を使って表示すれば，

ds2 = (du dv)

(
E F
F G

)(
du
dv

)
と表すこともできる．

ちなみに，曲面上で pu と pv が張る平面（接平面）のベクトル puh+pvk, (h, k ∈ R)

の長さの 2乗を計算すると，

(puh+ pvk) · (puh+ pvk) = Eh2 + 2Fhk +Gk2

となる．

対称行列

(
E F

F G

)
の固有値はすべて正の実数となり，とくに正則行列である．こ

の行列を第一基本行列 (first fundamental matrix)とよぶ．

注．ds2 は，曲面の接空間上の内積（計量）を表している．なお，左辺の ds は
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dtp(u(t), v(t))

∥∥ に付随する微分形式，という意味合いで使われているが，単に古
典的に常用されている形式的な記号として ds2 を「かたまり」として用いるとよい．

例．関数 z = f(x, y) のグラフについては，（(u, v) の代わりに）x, y を助変数にとって，

p(x, y) =

 x
y

f(x, y)


と表示される．このとき，

px =

 1
0
fx

 , py =

 0
1
fy


なので，

E = px · px = 1 + f2
x , F = px · py = fxfy, G = py · py = 1 + f2

y
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である．よって，第一基本行列は(
E F

F G

)
=

(
1 + f2

x fxfy

fxfy 1 + f2
y

)

であり，第一基本形式は

ds2 = (1 + f2
x)dx

2 + 2fxfydxdy + (1 + f2
y )dy

2

である． 2

例．（球面） 球面の第一基本形式を計算する．p =


a cosu cos v

a cosu sin v

a sinu

 と表示される．

pu =

 −a sinu cos v
a sinu sin v
a cosu

 , pv =

 −a cosu sin v
a cosu cos v

0


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となるので，

E = pu · pu = a2, F = pu · pv = 0, G = pv · pv = a2 cos2 u

となる．したがって，球面の第一基本形式は a2du2 + a2 cos2 udv2 となる．

例題．（一葉双曲面, a = b = c）p =


a coshu cos v

a coshu sin v

a sinhu

 と表示される．ただし，
coshu = eu+e−u

2 , sinhu = eu−e−u

2 である. 第一基本形式を計算せよ．

補題．(1) 2次の実対称行列 A =

(
a b

b c

)
について，A の固有値がすべて正の実数

である必要十分条件は

a > 0 かつ c > 0 かつ ac− b2 > 0
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である．

証明．A の固有多項式は∣∣∣∣ t− a −b
−b t− c

∣∣∣∣ = (t− a)(t− c)− b2

= t2 − (a+ c)t+ ac− b2

=
(
t− a+c

2

)2 − (a2

4 + b2 + c2

4

)
である．特に固有値（固有方程式の解）は実数であることがわかる．固有値を λ1, λ2 と

する．解と係数の関係から，

λ1 + λ2 = a+ c, λ1λ2 = ac− b2

である．

λ1, λ2 が正の実数とすると，

a+ c > 0, ac− b2 > 0
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となる．ac > b2 ≧ 0 なので，a, c は同符号だから，

a > 0, c > 0, ac− b2 > 0

となる．

逆に a > 0, c > 0, ac− b2 > 0 とすると，λ1 + λ2 > 0, λ1λ2 > 0 となる．λ1λ2 > 0

から λ1, λ2 は同符号で，λ1 + λ2 > 0 から λ1 > 0, λ2 > 0 となる． 2

定理．第一基本行列

(
E F

F G

)
=

(
pu · pu pu · pv

pu · pv pv · pv

)
の固有値がすべて正の実数

となる．

証明．pu,pv は一次独立なので，特に，零ベクトルではない．よって，

E = pu · pu > 0, G = pv · pv > 0

である．さらにラグランジュの恒等式により，

EG− F 2 = (pu · pu)(pv · pv)− (pu · pv)
2 = ∥pu × pv∥2 > 0
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となる．したがって，上の補題より，第一基本行列の固有値はすべて正の実数となる．

2

● 第一基本形式の座標不変性

空間曲面 p(u, v) に対して，その外微分を

dp := pudu+ pvdv =

 xu

yu
zu

 du+

 xv

yv
zv

 dv =

 xudu+ xvdv
yudu+ yvdv
zudu+ zvdv


により定義する．すると，表示

ds2 = dp · dp

を得る．

変数変換 u = u(ξ, η), v = v(ξ, η) をすると，

du = uξdξ + uηdη, dv = vξdξ + vηdη
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と表されるので，計算すると，

dp = pudu+ pvdv = pξdξ + pηdη

がわかる．したがって，

ds2 = (pξdξ + pηdη) · (pξdξ + pηdη) = (pξ · pξ)dξ
2 + 2(pξ · pη)dξdη + (pη · pη)dη

2

となるので，
Ẽ = pξ · pξ, F̃ = pξ · pη, G̃ = pη · pη,

とおくと，座標系 (ξ, η) に関する第一基本形式は

ds2 = Ẽ dξ2 + 2F̃ dξdη + G̃ dη2

と表される．第一基本行列は(
Ẽ F̃

F̃ G̃

)
=

t
(

uξ uη

vξ vη

)(
E F
F G

)(
uξ uη

vξ vη

)



幾何学 3．曲線と曲面の幾何学（担当 石川剛郎） 17

となる．ただし，

(
uξ uη

vξ vη

)
は座標変換 u = u(ξ, η), v = v(ξ, η) のヤコビ行列で

ある．

例． 関数 f(x, y) =
√
x2 + y2, ((x, y) ̸= (0, 0)) のグラフで表される曲面の第一基本形

式は，助変数 (x, y) について，

ds2 =
2x2 + y2

x2 + y2
dx2 +

2xy

x2 + y2
dxdy +

x2 + 2y2

x2 + y2
dy2

となる．また，x = r cos θ, y = r sin θ とおいて，極座標 (r, θ) で表せば，

ds2 = 2dr2 + r2dθ2

となる．

● 面積と第一基本形式



幾何学 3．曲線と曲面の幾何学（担当 石川剛郎） 18

uv 平面領域 D で p(u, v) により定められた曲面の面積（曲面積）は，重積分

A :=

∫∫
D

∥pu(u, v)× pv(u, v)∥dudv

により与えられる．
dA := ∥pu(u, v)× pv(u, v)∥dudv

とおき，面積要素 (area element)とよぶ．

ラグランジュの恒等式により，

∥pu(u, v)× pv(u, v)∥2 = (pu · pu)(pv · pv)− (pu · pv)
2 = EG− F 2

であるから，面積要素は第一基本量を使って

dA =
√

EG− F 2dudv

と表される．
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例．（トーラスの曲面積） 0 < b < a に対して，

p(u, v) =

 (a+ b cosu) cos v
(a+ b cosu) sin v

b sinu


(0 ≦ u, v < 2π) はトーラスを表す．このトーラスの面積を計算する．

pu =

 −b sinu cos v
−b sinu sin v

b cosu

 , pv =

 −(a+ b cosu) sin v
(a+ b cosu) cos v

0


なので，

E = pu · pu = b2, F = pu · pv = 0, G = pv · pv = (a+ b cosu)2

と計算できる．したがって，EG− F 2 = b2(a+ b cosu)2 となり，a+ b cosu > 0 に注

意すると，
√
EG− F 2 = b(a+ b cosu) となるので，面積要素は

dA =
√
EG− F 2dudv = b(a+ b cosu)dudv
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となる．したがって，D : 0 ≦ u, v < 2π として計算すれば，求める面積は∫∫
D

b(a+ b cosu)dudv =

∫ v=2π

v=0

[b(au+ b sinu]
u=2π
u=0 dv = 4π2ab

となる．


