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界面はランダムなギザギザの極限 ←− Young図形のスケール変換

∫∞
−∞(ω(x)− |x|)dx = 2

ω を [λ]
√
n (λ ∈ Yn) で近似

ランダムな力学の背後に対称群の表現の分岐則

Yn = {箱数 nの Young図形 } ∼= Ŝn

Yn → Yn−1 → Yn

λ↘ ν ↗ µ

対称群のサイズ→∞の漸近理論 — 自由確率論の現れ
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確率論 ⇐⇒ ランダムウォーク　— “枝わかれ”

• 枝わかれと合流の重なりの向こうにある景色
• 数学のいたるところにある題材

今回の集中講義では

• (対称群の)表現の分岐則がつくりだす (おもしろい)枝わかれ構造

−→ 分岐グラフ

• (筋道立てた)計算の楽しさ
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1. Young図形集団における集中現象

Plancherel測度と Plancherel成長過程

M(n)
Pl ({λ}) =

(dimλ)2

n!
(λ ∈ Yn), p↑(ν, µ) =

{
dimµ

(|ν|+1) dim ν , ν ↗ µ

0, その他
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Young図形 λのプロファイル y = λ(x)と推移測度mλ =

r∑
i=1

miδxi ∈ P(R)

x1 y1 x4y3

mλ({xi}) = mi = p↑(λ, µ(i))

λ↗ µ(i) : λの xi 谷に箱１つ

(z − y1) · · · (z − yr−1)

(z − x1) · · · (z − xr)
=

m1

z − x1
+ · · ·+ mr

z − xr

=⇒ 折れ線図形, 連続図形に拡張 : y = ω(x) ←→ mω

D =
{
ω : R −→ R

∣∣ |ω(x)− ω(y)| ≦ |x− y|, ω(x) = |x| (for |x| 十分大)
}

5



Markov変換 ω ←→ mω の対応

1

z
exp

{∫
R

1

x− z

(ω(x)− |x|
2

)′
dx

}
=

∫
R

1

z − x
mω(dx), z ∈ C+

VKLS(Vershik-Kerov-Logan-Shepp)極限形状 Ω ←→ mΩ : 標準半円分布

Dのモーメント位相 :
{∣∣Mk(mω1)−Mk(mω2)

∣∣}
k∈N

帰納極限位相 ≻ モーメント位相 ≻ 一様収束位相
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Young図形集団における集中の定式化

Plancherel 集団での VKLS 極限形状への集中はいろいろな方法で示される

が, 動的モデルでは, 巨視的時刻 tごとに集中を示したい (集中先は tに依存

してかわる)ので, 集中のメカニズムを一般的に把握しておく必要がある.

▷ Dのモーメント位相に関する大数の法則を議論

• Young図形の形状 — 山谷座標, 推移測度

• 代数的な計算 — 既約指標

• 推移測度と既約指標をつなぐ Kerov多項式
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λ ∈ Yn −→ [λ]
√
n(x) = λ(

√
nx)/

√
n 面積一定のスケール変換

{(Yn,M(n))}n∈N における ω ∈ Dへの集中の１つの表現 (大数の弱法則) :

モーメント位相に関する ω の任意の近傍 U ⊂ Dに対し,

M(n)({λ ∈ Yn | [λ]
√
n ∈ U c}) −−−−→

n→∞
0

代数的な計算になじむように ∀k ∈ N,

EM(n) [(Mk(m[λ]
√

n)−Mk(mω))
2] −−−−→

n→∞
0

⇐⇒

EM(n) [Mk(m[λ]
√

n)] −−−−→
n→∞

Mk(mω),

EM(n) [(Mk(m[λ]
√

n)2] −−−−→
n→∞

Mk(mω)
2
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さらに, この漸近的な乗法性がMk(m[λ]
√

n)とMk(mω)たちの多項式すべて

で成り立つ状況を考える.

定義 1 : 確率空間の列 {(Yn,M(n))}n∈N において n →∞で ω ∈ Dへの集
中が起こるとは, ∀p ∈ N, ∀k1, · · · , kp ∈ {2, 3, · · · } に対し,

lim
n→∞

EM(n) [Mk1
(m[λ]

√
n) · · ·Mkp

(m[λ]
√

n)] =Mk1
(mω) · · ·Mkp

(mω)

このとき, Dの一様収束位相に関する大数の弱法則 :

lim
n→∞

M(n)({λ ∈ Yn | sup
x∈R
|[λ]

√
n(x)− ω(x)| > ϵ}) = 0
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自由確率論への寄道

確率空間 (A, ϕ) とは A: 確率変数のなす ∗-代数 ∋ 1A, ϕ(a) = EP[a]

a ∈ (A, ϕ) ∼ µ ∈ P(R) ⇐⇒ ϕ(ap) =Mp(µ) (∀p ∈ N)

確率空間の族 {(Ai, ϕi)}i∈I

(イ) (⊗i∈IAi,⊗i∈Iϕi), Aj ⊂ ⊗i∈IAi, Aj たちが独立 (independent)

(ロ) (∗i∈IAi, ∗i∈Iϕi), Aj ⊂ ∗i∈IAi, Aj たちが自由 (free)

a ∼ µ, b ∼ ν のとき a+ b ∼

{
µ ∗ ν if a, bが独立

µ⊞ ν if a, bが自由

CLT : aj ∈ Aj , a
∗
j = aj , ϕj(aj) = 0, ϕj(a

2
j ) = 1 のとき

a1 + a2 + · · ·+ an√
n

分布−−−−→
n→∞

{
g ∼ 標準正規分布 1√

2π
e−x2/2dx (イ)

w ∼ 標準半円分布 1
2π

√
4− x2 1[−2,2](x)dx (ロ)
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k 次キュムラント Ck, 自由キュムラント Rk

Ck(a+ b) = Ck(a) + Ck(b) if a, bが独立, Ck(αa) = αkCk(a)

Rk(a+ b) = Rk(a) +Rk(b) if a, bが自由, Rk(αa) = αkRk(a)

Ck(g) =

{
1 k = 2

0 その他
, Rk(w) =

{
1 k = 2

0 その他

• ランダム行列, サイズ→∞ Voiculescu

• ランダム置換, サイズ→∞ Biane

(C[Sn], δe) ∋

{
(1 2)+(2 3)+···+(n−1 n)√

n−1
(1 n)+(2 n)+···+(n−1 n)√

n−1

の分布 −−−−→
n→∞

{
標準正規分布

標準半円分布
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キュムラント・モーメント公式 µ ∈ P(R)
{1, 2, · · · , n}の分割全体 P(n), 非交差分割全体 NC(n) (半順序集合)

Mn(µ) =
∑

π={v1,v2,··· }∈P(n)

C|v1|(µ)C|v2|(µ) · · · =
∑

π∈NC(n)

R|v1|(µ)R|v2|(µ) · · ·

Young図形 λに対応する正規化された既約指標 χ̃λ vs

推移測度 mλ のモーメント, キュムラント

Σρ(λ) = |λ|↓|ρ|χ̃λ
(ρ,1|λ|−|ρ|), ρ ∈ Y =

∞⊔
n=0

Yn, 特に Σk = Σ(k)

Y上の関数のなす代数 (生成系: {Σk(λ)}, {Mk(mλ)}, {Rk(mλ)}, · · · )

Σk(λ) = Rk+1(mλ) + (Rk−1(mλ), · · · , R2(mλ)の多項式)

wt(Σk) = wt(Rk+1) = k + 1, wt(低次項) ≦ k − 1

12



▷ サイズ→ ∞の極限で漸近的に自由確率論の相が現れる話をしたが, ここ

では有限サイズの段階ですでに自由確率論の構造があらわになっている.

定義 1′ : 確率空間の列 {(Yn,M(n))}n∈N において n→∞で ω ∈ Dへの集
中が起こるとは,

EM(n) [Σρ⊔σ]− EM(n) [Σρ]EM(n) [Σσ] = o(n
1
2 (|ρ|+l(ρ)+|σ|+l(σ))) (n→∞)

for ρ, σ ∈ Y s.t. m1(ρ) = m1(σ) = 0,

lim
n→∞

n−k/2EM(n) [Σk−1] = rk, |rk| ≦ ak, k ≧ 2

Plancherel 集団に対して定義 1′ を確認するのは容易 (既約指標の直交関係)

で, r2 = 1, r3 = r4 = · · · = 0.

対応する連続図形 ω は VKLS極限形状 Ω
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2. 制限誘導連続時刻ランダムウォーク

P ↓
λν =

{
dim ν
dimλ , λ↘ ν

0, その他
, P ↑

νµ =

{
dimµ

(|ν|+1) dim ν , ν ↗ µ

0, その他

対称群の既約表現の制限と誘導の既約分解

ResSn

Sn−1
πλ ∼=

⊕
ν∈Yn−1:λ↘ν

πν , IndSn

Sn−1
πν ∼=

⊕
µ∈Yn:ν↗µ

πµ

P ↑ と P ↓ の凸結合で表される Y上の推移確率

P
(ξ)
λµ = αξ(|λ|)P ↑

λµ + (1− αξ(|λ|))P ↓
λµ, |λ| ≧ 1

P
(ξ)
∅□ = αξ(0), P

(ξ)
∅∅ = 1− αξ(0)

14



Plancherel測度M(n)
Pl の Poisson化

M(ξ)
PP =

∞∑
n=0

e−ξξn

n!
M(n)

Pl (ξ > 0 : 空間のスケールパラメータ)

▶ αξ(n) =

∫ 1

0

ξe−ξx(1− x)ndx, n ∈ {0, 1, 2, · · · }

とすると, 0 < αξ(n) < αξ(n− 1) < · · · < αξ(0) = 1− e−ξ < 1 で,

P (ξ) がM(ξ)
PP に関して対称

▶ 定義 1および 1′ の意味の集中は Poisson化に遺伝する. ただし, Young図

形のスケール変換は [λ]
√
ξ(x) = λ(

√
ξx)/
√
ξ (λ ∈ Y)

特に, 確率空間の族 {(Y,M(ξ)
PP)}ξ>0 は定義 1および 1′ の意味で, ξ →∞で

VKLS極限形状 Ω に集中する.
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カノニカル版 (箱数 nが保存される系)

Yn 上の推移確率として

P (n) =

{
P ↓|YnP

↑|Yn−1 : 制限誘導連鎖

P ↑|YnP
↓|Yn+1 : 誘導制限連鎖

▶ P (n) は Plancherel測度 (Yn,M(n)
Pl ) に関して対称

M(n)
Pl ({λ})P

(n)
λµ = M(n)

Pl ({µ})P
(n)
µλ

(Z
(n)
k )k∈{0,1,2,··· } : 推移行列 P (n) をもつ Yn 上の制限誘導連鎖
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連続時刻ランダムウォーク (CTRW)

推移の間の待ち時間を独立同分布にとる

{τj}j∈N : [0,∞)値 IID列, {(Z(n)
k )k∈{0,1,2,··· }}n∈N とも独立

τ1 ∼ ψ ∈ P([0,∞)) ψ((0,∞)) > 0 ならば τ1 + τ2 + · · · が概発散

待ち時間τjの計数過程 Ns =

{
k, τ1 + · · ·+ τk ≦ s < τ1 + · · ·+ τk+1

0, 0 ≦ s < τ1

Ns

0 τ1 τ2 τ3 s
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X
(n)
s = Z

(n)
Ns
, s ≧ 0

Yn 上の連続時刻ランダムウォーク (X
(n)
s )s≧0

P(X(n)
s = µ) =

∞∑
j=0

P(Z(n)
j = µ)P(τ1 + · · ·+ τj ≦ s < τ1 + · · ·+ τj+1)

=

∞∑
j=0

(M(n)
0 P (n) j)µ

∫
[0,s]

ψ((s− u,∞))ψ∗j(du)

(M(n)
0 は X

(n)
0 = Z

(n)
0 の分布)

⋆ G. H. Weiss: Aspects and Applications of the Random Walk,

North-Holland, 1994
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微視的空間スケール
√
n →∞と微視的時間スケール s →∞の適当なバラ

ンスのもとでのスケール極限

巨視的時刻 t = s/θn (limn→∞ θn =∞)

確率空間の列 {(Yn,M(n))}n∈N における ω ∈ Dへの集中 :

lim
n→∞

EM(n) [Mk1(m[λ]
√

n) · · ·Mkp(m[λ]
√

n)] =Mk1(mω) · · ·Mkp(mω)

問題

初期分布 (集団) {(Yn,M(n)
0 )}n∈N において n → ∞ で ω0 ∈ D への集中が

起こるとする.

• 巨視的時刻 t > 0に集中が伝播するか? すなわち, {(Yn,M(n)
tθn

)}n∈N にお

いて n→∞で或る ωt ∈ Dへの集中が起こるか?

• ωt の時間発展が記述できるか?
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定理 1 CTRW (X
(n)
s )の時刻 s ≧ 0での分布をM(n)

s とする.

初期分布 {(Yn,M(n)
0 )}n∈N において n→∞で ω0 ∈ Dへの集中が起こると

する. 待ち時間分布 ψ が平均mをもち, ψ の特性関数 φが∫
{|ξ|≧δ}

∣∣∣φ(ξ)
ξ

∣∣∣dξ <∞ (∃δ > 0)

をみたすとする. このとき, 任意の t > 0に対し, {(Yn,M(n)
tn )}n∈N において

も n → ∞で集中が起こる. その極限形状を ωt ∈ Dとおく. ωt は推移測度

の自由圧縮と自由合成積を用いて記述できる:

mωt = (mω0)e−t/m ⊞ (mΩ)1−e−t/m

参考 : Biane 1998 (Adv. Math.) 静的モデルにおける集中現象でも,

誘導 (outer product) −→ 自由合成積, 制限 −→ 自由圧縮
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定理 2 初期分布 {(Yn,M(n)
0 )}n∈N において n → ∞で ω0 ∈ Dへの集中

が起こるとする. 待ち時間分布を指数 α ∈ (0, 1)の片側安定分布とする:

φ(ξ) = exp
{
−|ξ|α

(
1− i tan πα

2
sgn(ξ)

)}
, ξ ∈ R.

t > 0に対し, s = tθn での分布 {(Yn,M(n)
tθn

)}n∈N について次が成り立つ.

• limn→∞ θn/n
1
α = 0 または ∞ のとき, {(Yn,M(n)

tθn
)}n∈N においても

n → ∞で集中が起こる. 極限形状 ωt ∈ Dは前者では ω0 に一致し (初期の

まま), 後者では Ω に一致する (瞬時に極限まで).

• limn→∞ θn/n
1
α = 1 のとき, ω0 = Ω の場合のみ, {(Yn,M(n)

tθn
)}n∈N にお

いても n → ∞で集中が起こる. 任意の ω0 ∈ Dに対し, ([λ]
√
n 自体は巨視

的時刻 t > 0で集中しなくとも)

lim
n→∞

EM(n)
tθn

[
Rk+1(m[λ]

√
n)
]
= Rk+1(mω0

)
sinπα

πα

∫ ∞

0

e−t(kξ cos πα
2 )

1
α dξ

ξ2 + 2ξ cos(πα) + 1
.
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