
ランダムヤング図形の極限形状の時間発展における
微視的待ち時間分布の効果について

洞　彰人 (Akihito HORA)

北海道大学理学研究院 (Hokkaido University, Faculty of Science)

日本数学会年会, 2019 年 3 月 17 日, 於東京工業大学

導 入

1. 静的モデル

2. 制限誘導連続時刻ランダムウォーク

3. 動的モデル

1



D =
{
ω : R −→ R

∣∣ 1-Lipschitz, 十分遠くで ω(x) = |x|
}

Ω(x) =

{
2
π

(
x arcsin x

2 +
√
4− x2

)
, |x| ≦ 2

|x|, |x| > 2

t→ ∞

VKLS極限形状 Ω

初期プロファイル ω0
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∫∞
−∞(ω(x)− |x|)dx = 2

ω ∈ Dを [λ]
√
n (λ ∈ Yn) で近似

Yn → Yn−1 → Yn

λ↘ ν ↗ µ

・プロファイルの時間発展が Young図形の集合上の「連続時刻ランダム

ウォーク」(微視的描像)のスケール極限で得られる (LLN)

・ランダムウォークの内部構造 Ŝn
∼= Yn = {箱数 nの Young図形 } :

対称群の既約表現の分岐則 (制限・誘導)

・ランダムウォークの待ち時間分布がプロファイルの時間発展に与える効果
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1. 静的モデル

Yn 上の Plancherel測度 M
(n)
Pl ({λ}) = (dimλ)2/n! (λ ∈ Yn)

Sn の正則表現の既約分解 L ∼=
⊕

λ∈Yn
[dimλ]πλ

Yn ⊂ D とみなし, λ ∈ Yn に対して [λ]
√
n(x) =

1√
n
λ(
√
nx) (x ∈ R)

▶ Plancherel測度に関する VKLS極限形状 (弱 LLN)

(Vershik-Kerov, Logan-Shepp, 1977)

sup
x∈R

∣∣[λ]√n(x)−Ω(x)
∣∣ −−−−−→

n→∞
0 in (Yn,M

(n)
Pl )

▶ 他の集団における極限形状 (弱 LLN)

・ω ∈ Dに収束する列 [λ(n)]
√
n, λ(n) ∈ Yn をとって {δλ(n)}

・群論的な集団 (ある種の表現の既約分解)
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既約指標の期待値 (特性関数)：　置換のサイクル型を表す ρ ∈ Yr について

EM(n) [χ̃ ·
(ρ,1n−r)] =

∑
λ∈Yn

1

dimλ
χλ
(ρ,1n−r)M

(n)({λ})

確率空間の列 {(Yn,M
(n))}n∈N の近似的乗法性 (AFP) ：　 ρ, σ に対して

EM(n)

[
χ̃ ·
(ρ⊔σ,1n−|ρ|−|σ|)

]
− EM(n)

[
χ̃ ·
(ρ,1n−|ρ|)

]
EM(n)

[
χ̃ ·
(σ,1n−|σ|)

]
= o

(
n−(|ρ|−l(ρ)+|σ|−l(σ))/2

)
(n→ ∞)

命題 (極限形状への集中の十分条件)

(ア) {(Yn,M
(n))}n∈N が AFPをみたし,

(イ) ∃ lim
n→∞

n
j−1
2 EM(n) [χ̃ ·

(j,1n−j)] = rj+1 (j ∈ {2, 3, · · · }) かつ多項式増大

=⇒ ∃ω ∈ D; sup
x∈R

∣∣[λ]√n(x)− ω(x)
∣∣ −−−−−→

n→∞
0 in (Yn,M

(n))
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2. 制限誘導連続時刻ランダムウォーク

Yn 上の制限誘導連鎖の推移確率行列 P (n) = P ↓P ↑

P ↓
λν =

{
dim ν
dimλ , λ↘ ν

0, その他
, P ↑

νµ =

{
dimµ

(|ν|+1) dim ν , ν ↗ µ

0, その他

対称群の既約表現の制限と誘導の既約分解

ResSn

Sn−1
πλ ∼=

⊕
ν∈Yn−1:λ↘ν

πν , IndSn

Sn−1
πν ∼=

⊕
µ∈Yn:ν↗µ

πµ

▶ P (n) は Plancherel測度に関して対称

(Z
(n)
k )k∈{0,1,2,··· } : 推移行列 P (n) をもつ Yn 上の制限誘導連鎖

{τj}j∈N : [0,∞)値 IID列, {(Z(n)
k )k∈{0,1,2,··· }}n∈N とも独立, τj ̸≡ 0
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(Ns)s≧0 : τj を待ち時間にもつ計数過程

Ns = sup{j ∈ N | τ1 + · · ·+ τj ≦ s} <∞ a.s., N0 ≡ 0 a.s.

Yn 上の連続時刻ランダムウォーク X
(n)
s = Z

(n)
Ns
, s ≧ 0

P(X(n)
s = µ) =

∞∑
j=0

P(Z(n)
j = µ)P(τ1 + · · ·+ τj ≦ s, τ1 + · · ·+ τj+1 > s)

=
∞∑
j=0

(M
(n)
0 P (n) j)µ

∫
[0,s]

ψ((s− u,∞))ψ∗j(du)

(ψ は τj の分布, M
(n)
0 は X

(n)
0 = Z

(n)
0 の分布)

巨視的時刻 t = s/θn (limn→∞ θn = ∞)

• [X
(n)
tθn

]
√
n の分布が n→ ∞で tに依存した極限形状 ωt に集中するか?

• ωt の時間発展が記述できるか?
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3. 動的モデル

定理 1 (X
(n)
s )の時刻 s ≧ 0での分布をM

(n)
s とする.

初期分布 {(Yn,M
(n)
0 )}n∈N が命題の (ア)(イ) をみたすとし, その極限形状

を ω0 ∈ Dとおく. 待ち時間分布 ψ が平均mをもち, ψ の特性関数 φが∫
{|ξ|≧δ}

∣∣∣φ(ξ)
ξ

∣∣∣dξ <∞ (∃δ > 0)

をみたすとする. このとき, 任意の t > 0 に対し, {(Yn,M
(n)
tn )}n∈N も

(ア)(イ)をみたす. その極限形状を ωt ∈ Dとおく:

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣[λ]√n(x)− ωt(x)
∣∣ −−−−−→

n→∞
0 in (Yn,M

(n)
tn ).

ωt は Kerov推移測度の自由圧縮と自由合成積を用いて記述できる:

mωt
= (mω0

)e−t/m ⊞ (mΩ)1−e−t/m
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定理 2 (X
(n)
s )の時刻 s ≧ 0での分布をM

(n)
s とする.

初期分布 {(Yn,M
(n)
0 )}n∈N が命題の (ア)(イ) をみたすとし, その極限形状

を ω0 ∈ Dとおく. 待ち時間分布を指数 α ∈ (0, 1)の片側安定分布とする:

φ(ξ) = exp
{
−|ξ|α

(
1− i tan

πα

2
sgn(ξ)

)}
, ξ ∈ R.

s = tθn での分布 {(Yn,M
(n)
tθn

)}n∈N (t > 0) について次が成り立つ.

• limn→∞ θn/n
1
α = 0または∞のとき, {(Yn,M

(n)
tθn

)}n∈N も (ア)(イ)をみ

たす. 極限形状 ωt ∈ Dは前者では ω0 に一致し, 後者では Ω に一致する.

• limn→∞ θn/n
1
α = 1 のとき, ω0 = Ω の場合のみ, {(Yn,M

(n)
tθn

)}n∈N も

AFPをみたす. このとき, ([λ]
√
n が集中しなくとも)

lim
n→∞

E
M

(n)
tθn

[
Rk+1(m[λ]

√
n)
]
= Rk+1(mω0

)
sinπα

πα

∫ ∞

0

e−t(kξ cos πα
2 )

1
α dξ

ξ2 + 2ξ cos(πα) + 1
.
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Kerovの推移測度とMarkov変換

ω ∈ Dに対し

1

z
exp

{∫
R

1

x− z

(ω(x)− |x|
2

)′
dx

}
=

∫
R

1

z − x
mω(dx), z ∈ C+

z(z−3)
(z+2)(z−1)(z−4) =

5/9
z+2 + 2/9

z−1 + 2/9
z−4

mω = 5
9δ−2 +

2
9δ1 +

2
9δ4

0 41-2 3
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自由キュムラント, 自由合成積, 自由圧縮

µ, ν : R上のコンパクト台の確率測度, c ∈ (0, 1], k ∈ N

Mk(µ) =
∑

π : {1,2,··· ,k} の非交差分割

Rπ(µ),

Rπ(µ) = R|v1|(µ)R|v2|(µ) · · ·R|vl|(µ), (π = {v1, v2, · · · , vl})

Rk(µ⊞ ν) = Rk(µ) +Rk(ν),

Rk(µc) = ck−1Rk(µ)

Kerov多項式

Young図形上の多項式関数として

Σk(λ) = Rk+1(mλ) + (lower weight terms)

ただし, Σk(λ) = |λ|↓k χ̃λ
(k,1|λ|−k)
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