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情報幾何
• 確率分布のパラメータから成る統計多様体上の微分幾何。
• Fisher計量 gと（捩れのない）α-接続 ∇(α)に基づいた
非 Riemann幾何学。
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非 Riemann幾何学。

• α-接続の特徴づけ?
• 一般相対論やゲージ理論との関係は？

本講演
情報幾何の勾配流を、解析力学における粒子の軌跡（群）と見做
して、Weyl幾何の枠組みから、非計量性およびWeylゲージ場の
重要性を踏まえて、物理的に理解する。
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情報幾何学
指数型確率分布: θ-parametrized確率分布関数 (pdf)

pθ(x) = exp

θi Fi(x)− Ψ(θ)︸︷︷︸
規格化因子

 .

双対 affine座標と potential関数:

ηi=
∂

∂θi Ψ(θ). θi=
∂

∂ηi
Ψ⋆(η), i = 1, 2, . . . , n.

Legendre変換： Ψ⋆(η) = θiηi −Ψ(θ),

Ψ(θ) = ln

∫
dx exp

[
θi Fi(x)

]
, キュムラント関数

Ψ⋆(η) =

∫
dx pθ(x) ln pθ(x), ⇐ (負の)エントロピ.



情報幾何学

双対 affine座標と potential関数:

ηi=
∂

∂θi Ψ(θ). θi=
∂

∂ηi
Ψ⋆(η), i = 1, 2, . . . , n.

Legendre変換： Ψ⋆(η) = θiηi −Ψ(θ),

Fisher計量： gij(θ) :=
∂ηi

∂θj =
∂2Ψ(θ)

∂θi∂θj .

α-接続： Γ(α) ijk (θ) :=
(1 − α)

2
Cijk (θ), Cijk (θ) :=

∂3Ψ(θ)

∂θi∂θj∂θk .

甘利俊一：情報幾何の新展開　サイエンス社
藤原彰夫：情報幾何学の基礎　共立出版
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藤原、甘利: Physica D 80 (1995) 317.
中村: J. Ind. Appl. Math. 11 (1994) 21.
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= g ij(θ)

∂Ψ(θ)

∂θj ,



勾配流方程式

藤原、甘利: Physica D 80 (1995) 317.
中村: J. Ind. Appl. Math. 11 (1994) 21.

勾配流方程式

dθi

dt︸︷︷︸ ∂θi
∂ηj

dηj
dt
= g ij(θ)

∂Ψ(θ)

∂θj︸ ︷︷ ︸
ηj

, ⇔ dηi

dt
= ηi . 双対座標での線形化



勾配流方程式

藤原、甘利: Physica D 80 (1995) 317.
中村: J. Ind. Appl. Math. 11 (1994) 21.

勾配流方程式

dθi

dt
= g ij(θ)

∂Ψ(θ)

∂θj , ⇔ dηi

dt
= ηi . 双対座標での線形化

dηi

dt
= −gij(η)

∂Ψ⋆(η)

∂ηj
,⇔ dθi

dt
= −θi .



勾配流方程式
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勾配流方程式

dθi

dt
= g ij(θ)

∂Ψ(θ)

∂θj , ⇔ dηi

dt
= ηi . 双対座標での線形化

d2θi

dt2 + Γ(−1) i
jk (θ)

dθj

dt
dθk

dt
=

dθi

dt
⇔ dθk

dt
∇(−1)

k
dθi

dt
= −dθi

dt
.

Γ(−1) i
jk (θ) = g iℓ(θ)

∂gℓj(θ)

∂θk
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Lagrange形式

Giuseppe Luigi Lagrange
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正準運動量： pi :=
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Euler-Lagrange方程式: ṗi =
∂L(x , ẋ)

∂x i ,
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∂x i ,

L =
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ṗi =
1
2
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∂x i ẋ j ẋk − ∂V (x)
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Lagrange形式

L =
1
2

gij(x)ẋ i ẋ j − V (x)

pi = gij(x)ẋ j , 構成関係式

ṗi =
1
2
∂gjk (x)
∂x i ẋ j ẋk − ∂V (x)

∂x i . 運動方程式

ṗi = gij(x)ẍ j +
∂gij(x)
∂xk ẋ j ẋk ,

⇒ gij(x)ẍ j +
1
2

(
∂gij(x)
∂xk +

∂gik (x)
∂x j −

∂gjk (x)
∂x i

)
︸ ︷︷ ︸

Γijk (x)

ẋ j ẋk = −∂V (x)
∂x i .



Lagrange形式

L =
1
2

gij(x)ẋ i ẋ j − V (x)

pi = gij(x)ẋ j , 構成関係式

ṗi =
1
2
∂gjk (x)
∂x i ẋ j ẋk − ∂V (x)

∂x i . 運動方程式

ṗi = gij(x)ẍ j +
∂gij(x)
∂xk ẋ j ẋk ,

⇒ gij(x)ẍ j +
1
2

(
∂gij(x)
∂xk +

∂gik (x)
∂x j −

∂gjk (x)
∂x i

)
︸ ︷︷ ︸

Γijk (x)

ẋ j ẋk = −∂V (x)
∂x i .

ẍ i + Γi
jk (x)ẋ j ẋk = −g ij(x)

∂V (x)
∂x j .



パラメータの付け替えに対して不変な作用

作用積分 (action integral)

Sa(x) =
∫ λb

λa

m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ
dλ

パラメータ λの変更 (λ → λ′)に対して、この作用 Saは不変
(reparametrization invariant)である。
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パラメータの付け替えに対して不変な作用
作用積分 (action integral)

Sa(x) =
∫ λb

λa

m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ
dλ =

∫ λb

λa

L
(

x ,
dx
dλ

)
dλ

パラメータ λの変更 (λ → λ′)に対して、この作用 Saは不変
(reparametrization invariant)である。

Lagrangian

L
(

x ,
dx
dλ

)
= m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ

註）　 ds2 = gij(x)dx idx j , ⇒ Sa =
∫

m ds　質量m ×弧長 s



einbein

L
(

x ,
dx
dλ

)
= m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ

einbein e(λ)の導入：

e(λ) :=
1
m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ
, e(λ)dλ = e(λ′)dλ′.



einbein

L
(

x ,
dx
dλ

)
= m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ

einbein e(λ)の導入：

e(λ) :=
1
m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ
, e(λ)dλ = e(λ′)dλ′.

Lagrangian:

L
(

x ,
dx
dλ

)
=

1
2e(λ)

gij(x)
dx i

dλ
dx j

dλ
+

e(λ)
2

m2.

Yu.S. Kalashnikova, A.V. Nefediev, Phys. Atom. Nucl. 60 1389-1394 (1997)



確認

ds2 := gij(x)dx idx j と記すと、e(λ) = 1
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確認

ds2 := gij(x)dx idx j と記すと、e(λ) = 1
m

ds
dλ

L
(

x ,
dx
dλ

)
=

1
2

e−1(λ)︸ ︷︷ ︸
m dλ

ds ,

(
ds
dλ

)2

+
1
2

e(λ)︸︷︷︸
1
m

ds
dλ

m2 = m
ds
dλ

.

∴ L
(

x ,
dx
dλ

)
= m

√
gij(x)

dx i

dλ
dx j

dλ



運動方程式

L
(

x ,
dx
dλ

)
=

1
2e(λ)

gij(x)
dx i

dλ
dx j

dλ
+

e(λ)
2

m2.

正準運動量： pi :=
∂L

∂
(

dx i

dλ

) =
1

e(λ)
gij(x)

dx i

dλ
,



運動方程式

L
(

x ,
dx
dλ

)
=

1
2e(λ)

gij(x)
dx i

dλ
dx j

dλ
+

e(λ)
2

m2.

正準運動量： pi :=
∂L

∂
(

dx i

dλ

) =
1

e(λ)
gij(x)

dx i

dλ
,

Euler-Lagrange方程式

d
dλ

pi =
∂L
∂x i =

1
2e(λ)

∂gjk (x)
∂x i

dx j

dλ
dxk

dλ
.
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接続
与えられた計量 gjk (x)と、それとは独立な接続∇に対して

非計量性テンソル Qijk (x) := ∇i gjk (x).

一般に、接続は曲率、捩率、非計量性で特徴付けられる。

一般的 affine接続の接続係数
aff
Γ i

jk(x)

aff
Γ i

jk (x) = Γi
jk (x)︸ ︷︷ ︸

Levi-Civita

+ K i
jk (x)︸ ︷︷ ︸

contorsion tensor

+ Li
jk (x)︸ ︷︷ ︸

disformation tensor

,

Disformation tensor:

Li
jk (x) :=

1
2

{
Qi

jk (x)− Qj
i
k (x)− Qk

i
j(x)

}
.



接続
与えられた計量 gjk (x)と、それとは独立な接続∇に対して

非計量性テンソル Qijk (x) := ∇i gjk (x).

一般に、接続は曲率、捩率、非計量性で特徴付けられる。

一般的 affine接続の接続係数
aff
Γ i

jk(x)

aff
Γ i

jk (x) = Γi
jk (x)︸ ︷︷ ︸

Levi-Civita

+ K i
jk (x)︸ ︷︷ ︸

contorsion tensor

+ Li
jk (x)︸ ︷︷ ︸

disformation tensor

,

Disformation tensor:

Li
jk (x) :=

1
2

{
Qi

jk (x)− Qj
i
k (x)− Qk

i
j(x)

}
.

接続 曲率 捩率　 非計量性
Levi-Civita non-zero 0 0

Weizenböck 0 non-zero 0



L. Järv et al. "Nonmetricity formulation of general relativity and its
scalar-tensor extension", Phys. Rev. D 97, 124025 (2018)
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情報幾何における非計量性？
情報幾何の分野で、”非計量性”という用語をあまり聞かない。
双対平坦空間：曲率も捩率もゼロ⇒非計量性が重要！
Amari-Centsovテンソル Cijk (θ)が重要！

α-接続： Γ(α) i
jk (θ) = Γi

jk (θ)−
α

2
g iℓ(θ)Cℓjk (θ).

これより、

∇(α)
i gjk (θ) = ∂igjk (θ)− Γ(α) ℓij(θ)gℓk (θ)− Γ(α) ℓik (θ)gjℓ(θ)

=
LC
∇ igjk (θ)︸ ︷︷ ︸

0

+αCijk (θ) = αCijk (θ),

α-接続 ∇(α) に対する非計量性

Q(α)
ijk (θ) := ∇(α)

i gjk (θ)= αCijk (θ).

Hirano and Nagahama, Physica A 625, 129017 (2023)



情報幾何における非計量性？

双対平坦空間：曲率も捩率もゼロ⇒非計量性が重要！
Amari-Centsovテンソル Cijk (θ)が重要！

α-接続： Γ(α) i
jk (θ) = Γi
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α

2
g iℓ(θ)Cℓjk (θ).
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Q(α)
ijk (θ) := ∇(α)
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The disformation tensor:

Li
jk (x) :=

1
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{
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i
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i
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}
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情報幾何における非計量性？
双対平坦空間：曲率も捩率もゼロ⇒非計量性が重要！
Amari-Centsovテンソル Cijk (θ)が重要！

α-接続： Γ(α) i
jk (θ) = Γi

jk (θ)−
α

2
g iℓ(θ)Cℓjk (θ).

α-接続 ∇(α) に対する非計量性

Q(α)
ijk (θ) := ∇(α)

i gjk (θ)= αCijk (θ).

The disformation tensor:

Li
jk (x) :=

1
2

{
Qi

jk (x)− Qj
i
k (x)− Qk

i
j(x)

}
= −α

2
g iℓ(θ)Cℓjk (θ).

α-接続の特徴づけ

Γ(α) i
jk (x) =

Levi-Civita︷ ︸︸ ︷
Γi

jk (x) +

contorsion︷ ︸︸ ︷
K i

jk (x)︸ ︷︷ ︸
0

+

disformation︷ ︸︸ ︷
Li

jk (x)︸ ︷︷ ︸
−α

2 g iℓ(θ)Cℓjk (θ)

,
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Weyl幾何

Weyl幾何 (M, gij , ωk)

非計量性:
w
∇k gij = ωk gij ,

w
∇k g ij = −ωk g ij , ωk : Weylゲージ場,

接続係数：　
w
Γ k

ij = Γk
ij︸︷︷︸

Levi-Civita

−1
2

(
δk

i ωj + δk
j ωi − gkℓωℓgij

)
.

(ωk → 0で Riemann幾何に帰着。）



Weyl幾何
Weyl幾何 (M, gij , ωk)

非計量性:
w
∇k gij = ωk gij ,

w
∇k g ij = −ωk g ij , ωk : Weylゲージ場,

接続係数：　
w
Γ k

ij = Γk
ij︸︷︷︸

Levi-Civita

−1
2

(
δk

i ωj + δk
j ωi − gkℓωℓgij

)
.

(ωk → 0で Riemann幾何に帰着。）

Weylゲージ変換: （正の関数Ω(x)に対して）


gij → ḡij = Ω2(x) gij ,

ωk → ω̄k = ωk + ∂k ln Ω
2(x),

φ(x) → φ̄(x) = φ(x)/Ω(x). φ(x)：スカラー関数
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Weyl対称性：　Weylゲージ変換に対する不変性。



Weyl幾何
Weylゲージ変換: （正の関数Ω(x)に対して）


gij → ḡij = Ω2(x) gij ,

ωk → ω̄k = ωk + ∂k ln Ω
2(x),

φ(x) → φ̄(x) = φ(x)/Ω(x). φ(x)：スカラー関数

Weyl対称性：　Weylゲージ変換に対する不変性。
等価クラス (gij , ωk)

• 各等価クラスは互いにWeylゲージ変換で繋がっている。　
• ゲージ固定：　ある特定の等価クラス (gij , ωk )を選ぶこと。

特に (gij , ωk = 0)を Einsteinゲージと呼ぶ。∵ Riemann幾何に帰着



自己平行方程式と固有時

滑らかな曲線 C = C(λ)に沿った 2つの平行ベクトル場 V と U
に対して、

d
dλ

(
gij(x)V iU j

)
= ωk

dxk

dλ
gij(x)V iU j .



自己平行方程式と固有時
滑らかな曲線 C = C(λ)に沿った 2つの平行ベクトル場 V と U
に対して、

d
dλ

(
gij(x)V iU j

)
= ωk

dxk

dλ
gij(x)V iU j .

与えられたWeylゲージ場 ωk に対して、
Weylの自己平行方程式：

dx j

dλ

w
∇j

dx i

dλ
=

1
2u2(λ)

(
du2(λ)

dλ
− u2(λ)ωj

dx j

dλ

)
dx i

dλ
.

ここで、接線ベクトル uj(λ) := dx j/dλと

u2(λ) := gij
dx i

dλ
dx j

dλ
.



自己平行方程式と固有時
与えられたWeylゲージ場 ωk に対して、
Weylの自己平行方程式：

dx j

dλ

w
∇j

dx i

dλ
=

1
2u2(λ)

(
du2(λ)

dλ
− u2(λ)ωj

dx j

dλ

)
dx i

dλ
.

ここで、接線ベクトル uj(λ) := dx j/dλと

u2(λ) := gij
dx i

dλ
dx j

dλ
.

以下の関係を満たすパラメータ τ を、Weylの固有時と呼ぶ。

du2(τ)

dτ
= u2(τ)ωk

dxk

dτ
.
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スカラー場 η2(θ)を導入： η2(θ) := g ij(θ)
∂Ψ(θ)

∂θi
∂Ψ(θ)

∂θj



スカラー場 η2(θ)を導入： η2(θ) := g ij(θ)
∂Ψ(θ)

∂θi
∂Ψ(θ)

∂θj

勾配流方程式を利用して、
勾配流におけるΨ(θ)の rate

dΨ(θ)

dt
=

∂Ψ(θ)

∂θi
dθi

dt︸︷︷︸
g ij (θ) ∂Ψ(θ)

∂θj

= η2(θ)



Weyl対称性を持つ作用積分

Sgf (x) :=
∫ λb

λa

√
η2(θ)gij(θ)

dθi

dλ
dθj

dλ
dλ,

力学との対応：

x i(λ) ⇔ θi(λ),

pi(λ) ⇔ ηi(λ),

m(x) ⇔ η2(θ),



Weyl対称性を持つ作用積分

Sgf (x) :=
∫ λb

λa

√
η2(θ)gij(θ)

dθi

dλ
dθj

dλ
dλ,=

∫ λb

λa

L
(
θ,

dθ
dλ

)
dλ

Weylゲージ変換に対して不変！
gij(θ) → Ω2(θ) gij(θ),

ωk → ωk + ∂k ln Ω
2(θ),

η2(θ) → η2(θ)/Ω2(θ).



Weyl対称性を持つ作用積分

Sgf (x) :=
∫ λb

λa

√
η2(θ)gij(θ)

dθi

dλ
dθj

dλ
dλ,=

∫ λb

λa

L
(
θ,

dθ
dλ

)
dλ

einbeinが e(t) = 1となるパラメータ t を選ぶ。
⇒ e(λ) = 1

η2(θ)
ds
dλ より、λ = t とおいて ds = η2(θ)dt .

L
(
θ,

dθ
dt

)
=

1
2 e(t)︸︷︷︸

1

gij(θ)
dθi

dt
dθj

dt
+

1︷︸︸︷
e(t)

2
η2(θ).



Weyl対称性を持つ作用積分

Sgf (x) :=
∫ λb

λa

√
η2(θ)gij(θ)

dθi

dλ
dθj

dλ
dλ,=

∫ λb

λa

L
(
θ,

dθ
dλ

)
dλ

einbeinが e(t) = 1となるパラメータ t を選ぶ。
⇒ e(λ) = 1

η2(θ)
ds
dλ より、λ = t とおいて ds = η2(θ)dt .

L
(
θ,

dθ
dt

)
=

1
2 e(t)︸︷︷︸

1

gij(θ)
dθi

dt
dθj

dt
+

1︷︸︸︷
e(t)

2
η2(θ).

正準運動量： ηi =
∂L

∂
(

dθi

dt

) = gij(θ)
dθi

dt
, ⇔

勾配流方程式︷ ︸︸ ︷
dθi

dt
= g ij(θ)

∂Ψ(θ)

∂θj



Weyl対称性を持つ作用積分

Sgf (x) :=
∫ λb

λa

√
η2(θ)gij(θ)

dθi

dλ
dθj

dλ
dλ,=

∫ λb

λa

L
(
θ,

dθ
dλ

)
dλ

einbeinが e(t) = 1となるパラメータ t を選ぶ。
⇒ e(λ) = 1

η2(θ)
ds
dλ より、λ = t とおいて ds = η2(θ)dt .

L
(
θ,

dθ
dt

)
=

1
2 e(t)︸︷︷︸

1

gij(θ)
dθi

dt
dθj

dt
+

1︷︸︸︷
e(t)

2
η2(θ).

正準運動量： ηi =
∂L

∂
(

dθi

dt

) = gij(θ)
dθi

dt
, ⇔

勾配流方程式︷ ︸︸ ︷
dθi

dt
= g ij(θ)

∂Ψ(θ)

∂θj

Euler-Lagrange方程式
d
dt

ηi =
∂L
∂θi =

1
2
∂gjk (θ)

∂θi
dθj

dt
dθk

dt
+

1
2
∂η2(θ)

∂θi , ⇔ dθk

dt
∇(−1)

k
dθi

dt
=−dθi

dt
.



α-接続∇(α)とWeyl接続
w
∇との関係

(
gij(θ), ωk = −∂k ln η

2(θ)
)
とゲージ固定。

Weyl幾何の自己平行方程式： dθk

dt

W

∇k
dθi

dt
= −ωk

dθk

dt
dθi

dt
.

が、α = −1の θ-空間における準測地線方程式

dθk

dt
∇(−1)

k
dθi

dt
= −dθi

dt
, と等価。



α-接続∇(α)とWeyl接続
w
∇との関係

(
gij(θ), ωk = −∂k ln η

2(θ)
)
とゲージ固定。

Weyl幾何の自己平行方程式： dθk

dt

W

∇k
dθi

dt
= −ωk

dθk

dt
dθi

dt
.

が、α = −1の θ-空間における準測地線方程式

dθk

dt
∇(−1)

k
dθi

dt
= −dθi

dt
, と等価。

α = −1接続とWeyl接続の関係

w
Γ i

jk (θ)
dθj

dt
= Γ(−1)i

jk (θ)
dθj

dt
− ωk

dθi

dt
− δi

k



まとめ

Weyl幾何の枠組みから、非計量性およびWeylゲージ場の重要性
を踏まえて、情報幾何における勾配流を説明。

• α-接続：　 Γ(α) i
jk (x) =

Levi-Civita︷ ︸︸ ︷
Γi

jk (x)

disformation︷ ︸︸ ︷
−α

2
g iℓ(θ)Cℓjk (θ)

• dΨ(θ)/dt を特徴づける η2(θ)を導入．
• 曲線のパラメータは e(t) = 1となる t .　
弧長パラメータ sとの関係は、ds = η2(θ) dt .

•
(
gij(θ), ωk = − ∂

∂θk ln η
2(θ)

)とゲージ固定．
• 自己平行方程式：　 dθk

dt

W

∇k
dθi

dt = −ωk
dθk

dt .
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