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全ての等質錐は，ある条件をみたすブロック分解をもつ正定値実対称行列の集合
として実現でき，これは等質錐の研究において大変便利な代数的道具立てを与える
([6, 8, 9]. 類似の結果は [2, 14, 22, 23])．一方，数理統計においては，chordal なグ
ラフによって指定された成分がゼロであるような正定値実対称行列のなす凸錐につ
いて，等質錐と類似した興味深い結果が成り立つことが知られている ([11, 12, 15])．
我々は等質錐の行列実現の条件を緩めることによって，両者を包含する広いクラス
の凸錐を定義し，それに対して種々の結果を拡張することに成功した．これは凸錐
計画法の理論（[10, 13]）に対して新たに重要な例を与えることになると期待される．

等質錐の行列実現

整数 n の分割 n = n1 + n2 + · · · + nr をとり, 次の条件をみたすベクトル空間
Vlk ⊂ Mat(nl, nk;R) (1 ≤ k < l ≤ r) の系を考える：
(V1) A ∈ Vlk ⇒ A tA ∈ RInl

(1 ≤ k < l ≤ r),

(V2) A ∈ Vlj, B ∈ Vkj ⇒ A tB ∈ Vlk (1 ≤ j < k < l ≤ r),

(V3) A ∈ Vlk, B ∈ Vkj ⇒ AB ∈ Vlj (1 ≤ j < k < l ≤ r).

ベクトル空間 ZV ⊂ Sym(n,R) を次のように定義する：

ZV :=

X =


X11

tX21 · · · tXr1

X21 X22
tXr2

...
. . .

Xr1 Xr2 · · · Xrr

 ;
Xkk = xkkInk

, xkk ∈ R (k = 1, . . . , r)

Xlk ∈ Vlk (1 ≤ k < l ≤ r)

 .

ここで

HV :=

T =


T11

T21 T22

...
. . .

Tr1 Tr2 · · · Trr

 ;
Tkk = tkkInk

, tkk > 0 (k = 1, . . . , r)

Tlk ∈ Vlk (1 ≤ k < l ≤ r)


とおくと, 線型リー群 HV ⊂ GL(N,R) は ZV ⊂ Sym(n,R) に ρ(T ) : ZV ∋ X 7→
TX tT ∈ ZV (T ∈ HV) によって作用している. しかも, この作用によって HV は正
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則開凸錐PV := ZV ∩ Sym+(n,R). に単純推移的に作用する. したがって PV は等質
錐であり, 全ての等質錐は, このようにして得られる PV と線型同値である ([2]). 例
えば二次錐

{
x ∈ Rn ; x1 >

√
x2
2 + · · ·+ x2

n

}
については

ZV =



x1 − x2 x3

. . .
...

x1 − x2 xn

x3 · · · xn x1 − x2

 ; x1, . . . , xn ∈ R

 ⊂ Sym(n− 1,R),

とすればよく，r 次の正定値エルミート行列のなす凸錐については n1 = n2 = · · · =
nr = 2 かつ

Vlk =

{(
a −b

b a

)
; a, b ∈ R

}
(1 ≤ k < l ≤ r)

とすればよい.

新しいクラスの凸錐
ベクトル空間の系 {Vlk}1≤k<l≤r が条件 (V1), (V2) を満たすとき，PV ⊂ ZV は等質
錐とは限らないが，等質錐についての結果の多くが一般化できる．この新しいクラ
スの凸錐のなかには，グラフィカルモデルにおいて chordal なグラフに対応する対
称行列の凸錐が含まれる．たとえば An グラフに対応する行列は三重対角行列

x1 xn+1 0 . . . 0

xn+1 x2 xn+2
. . .

...

0 xn+2
. . . . . . 0

...
. . . . . . xn−1 x2n+1

0 . . . 0 x2n+1 xn


であり，そのなかで正定値なもののなす凸錐は典型的な例である．
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[ 3 ] J. Faraut and A. Korányi, “Analysis on symmetric cones,” Clarendon Press,

Oxford, 1994.

2



[ 4 ] S. G. Gindikin, Analysis in homogeneous domains, Russian Math. Surveys 19

(1964), 1–89.
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