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直線を含まない凸錐で, 或る線型リー群が推移的に作用するものを等質錐とよぶ.

等質錐は, 等質ヘッセ領域の重要かつ扱いやすいクラスをなす. (等質ヘッセ構造を

もつ)等質錐は, コンパクト正規左対称代数（clan）を用いて詳しく構造を記述でき

る. 本講演では clan の表現を考えることにより任意の等質錐を実対称正定値行列の

集合として実現し, その上のヘッセ構造も見通し良く扱えることを示す. とくにヘッ

セ構造のルジャンドル変換の記述は, 数理統計におけるウィシャート分布の研究に

応用をもつ ([25]).

歴史と現状

実正定値対称行列の集合を S+
r と書くものとすると次の積分公式が成り立つ (Wishart

[52], Ingham [17], Siegel [45], G̊arding [8]):∫
S+
r

e−trxy(det x)α−(r+1)/2 dx

= πr(r−1)/4Γ(α)Γ
(
α− 1

2

)
· · ·Γ

(
α− r − 1

2

)
(det y)−α (ℜα >

r − 1

2
, y ∈ S+

r ).

(1)

他方, いわゆるローレンツ錐 Λn :=
{
x ∈ Rn ; x1 >

√
x2
2 + · · ·+ x2

n

}
については次

が成り立つ (M. Riesz [39]):∫
Λn

e−2⟨x,y⟩(x2
1 − x2

2 − · · · − x2
n)

α−n/2 dx

　 = π(n−2)/2Γ(α)Γ
(
α− n− 2

2

)
(y21 − y22 − · · · − y2n)

−α (ℜα >
n− 2

2
, y ∈ Λn).

(2)

これら二つの等式の他にも S+
r と Λn 上の幾何と解析には類似点が多くあり, それ

らを統合するものとして対称錐の理論が産まれた (Köcher [31], Faraut-Korányi [7]).

対称錐についての結果を, より広いクラスである等質錐について拡張するというこ

とは一般に興味深い問題である. 一例として, 上の積分公式の類似が等質錐について

考えられる. たとえば V := {x ∈ Sym(3,R) ; x12 = x21 = 0 } ≃ R5 とし,

ΩV in := V ∩ S+
3 , Ω∗

V in :=
{
y ∈ V ; y33 > 0, y22y33 − y232 > 0, y11y33 − y231 > 0

}
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とおくと∫
Ω

e−trxy√x11x22(detx)
α−2 dx

= πΓ(α)2Γ(α− 1) yα33 (y22y33 − y232)
−α(y11y33 − y231)

−α (ℜα > 1, y ∈ Ω∗)

(3)

および ∫
Ω∗

e−trxyy−α+1
33 (y22y33 − y232)

α−3/2(y11y33 − y231)
α−3/2 dy

= πΓ(α)Γ(α− 1/2)2 (detx)−α (ℜα > 1/2, x ∈ Ω)

(4)

が成り立つ. こういった等質錐上の解析学は Gindikin [10, 12] によって確立された

が, 結果の一部は統計学においても独立に発見された ([1, 33]. [13, 25, 26]も参照).

等質錐 Ω ⊂ Rn を底とするチューブ領域 Rn + iΩ ⊂ Cn はケイリー変換によって

有界等質領域と双正則同値となる ([37, 38]). 上半平面の一般化としてのRn + iΩ 上

の複素幾何と保型函数論が, 等質錐の研究の元々の動機づけである. 領域 Rn+ iΩ 上

の正則函数からなる函数空間の解析は現在も進展しており ([35]), ユニタリ表現論に

も応用される ([18, 40]). この方面の研究の最終的な目標は, 等質ケーラー多様体上

の幾何と解析 ([6, 51])であると私は考えている.

等質錐の理論の最も重要な基礎文献は Vinberg [49] である. これの第二章におい

て導入された左対称代数は現在も様々な分野との関連において活発に研究されてい

る ([2]). そして第三章で展開された T 代数の理論については, あえて「功罪半ば」

と評したい. 私は T 代数に替わる道具として「等質錐の行列実現」を提案する. こ

れは [53] の理論を大幅に簡略化したもので, 左対称代数の表現から導出されるもの

である ([23, 24, 27]). 本講演では此の道具に基づき, ヘッセ幾何との関連において

等質錐を論じる ([22, 43, 44]も参照). このヘッセ構造に付随するルジャンドル変換

は, 上述のケーリー変換の研究に現れた擬逆元写像に他ならない ([28, 29, 37]). この

擬逆元写像のウィシャート分布（の一般化）の研究への応用についても説明したい

([13, 25]).

等質錐の理論は凸計画法においても発展している ([14, 32, 46, 48]). これに対して

行列実現の方法がどのように応用できるかは今後の課題である. 一般の正則凸錐に

ついての微分幾何 ([5])と凸計画法 ([36])の関連も考えていきたい ([16]).

等質錐の行列実現

整数 N の分割N = n1 + n2 + · · · + nr をとり, 次の条件をみたすベクトル空間

Vlk ⊂ Mat(nl, nk;R) (1 ≤ k < l ≤ r) の系を考える：

(V1) A ∈ Vlk, B ∈ Vkj ⇒ AB ∈ Vlj (1 ≤ j < k < l ≤ r),

(V2) A ∈ Vlj, B ∈ Vkj ⇒ A tB ∈ Vlk (1 ≤ j < k < l ≤ r),

(V3) A ∈ Vlk ⇒ A tA ∈ RInl
(1 ≤ k < l ≤ r).
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ベクトル空間 V ⊂ Sym(N,R) を次のように定義する：

V :=

X =


X11

tX21 · · · tXr1

X21 X22
tXr2

...
. . .

Xr1 Xr2 · · · Xrr

 ;
Xkk = xkkInk

, xkk ∈ R (k = 1, . . . , r)

Xlk ∈ Vlk (1 ≤ k < l ≤ r)

 .

ここで

HV :=

T =


T11

T21 T22

...
. . .

Tr1 Tr2 · · · Trr

 ;
Tkk = tkkInk

, tkk > 0 (k = 1, . . . , r)

Tlk ∈ Vlk (1 ≤ k < l ≤ r)

 .

とおくと, 線型リー群 HV ⊂ GL(N,R) は V ⊂ Sym(N,R) に ρ(T ) : V ∋ X 7→
TX tT ∈ V (T ∈ HV) によって作用している. しかも, この作用によって HV は正

則凸錐 ΩV := VV ∩ S+
N . に単純推移的に作用する. したがって ΩV は等質錐であり,

全ての等質錐は, このようにして得られる ΩV と線型同値である([3]).

例えばローレンツ錐 Λn については

V =



x1 − x2 x3

. . .
...

x1 − x2 xn

x3 · · · xn x1 − x2

 ; x1, . . . , xn ∈ R

 ⊂ Sym(n− 1,R),

Ω∗
V in については

V =



y33 0 y32 0

0 y33 0 y31
y32 0 y22 0

0 y31 0 y11

 ; y11, y22, y31, y32, y33 ∈ R


とすればよい. Kaneyuki-Tsuji [30] で構成された 11 次元の互いに同値でない等質

錐の 1パラメータ族は, 0 ≤ θ ≤ π/4 について

Vθ :=





x0 0 0 0 x1 cos θ −x2 cos θ x4

0 x0 0 0 x2 cos θ x3 cos θ x5

0 0 x0 0 x1 sin θ x2 sin θ x6

0 0 0 x0 x2 sin θ −x1 sin θ x7

x1 cos θ x2 cos θ x1 sin θ x2 sin θ x3 0 x8

−x2 cos θ x1 cos θ x2 sin θ −x1 sin θ 0 x3 x9

x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10


; x0, x1, . . . , x10 ∈ R


とおくことによって得られる.

3



References

[ 1 ] S. A. Andersson and G. G. Wojnar, Wishart distributions on homogeneous

cones, J. Theoret. Probab. 17 (2004), 781–818.

[ 2 ] D. Burde, Left-symmetric algebras, or pre-Lie algebras in geometry and physics,

Cent. Eur. J. Math. 4 (2006), 323–357.

[ 3 ] C. B. Chua, Relating homogeneous cones and positive definite cones via T -

algebras, SIAM J. Optim. 14 (2003), 500–506.

[ 4 ] J. Dorfmeister, Inductive construction of homogeneous cones, Trans. Amer.

Math. Soc. 252 (1979), 321–349.
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[ 45 ] G. L. Siegel, Über die analytische tehorie der quadratische Formen, Ann. of

Math. 36 (1935), 527–606.
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