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1 はじめに

情報幾何学における統計的モデルは，期待値から構成される Fisher 計量，α–接続とよばれる捩
れのないアファイン接続 ∇(α) を許容します。ここで α は実数です。Fisher 計量に関して α–接
続と (−α)–接続は互いに共役（双対）であり，0–接続は Levi–Civita 接続です。特に，∇(1) 及び
∇(−1) はそれぞれ指数型接続及び混合型接続，または簡単に e–接続及び m–接続と呼ばれ ∇(e) 及
び∇(m) で表します。これらは情報幾何学において重要な概念です ([1], [2], [13])。

今回，負の定曲率空間である Poincaré の上半平面（上半空間）と幾何学構造が大変良く似てい
る指数型分布の代表格である正規分布（共分散行列が特別な多次元正規分布）を例に取り上げな
がら，それらの空間が偶数次元のとき，e–接続や m–接続に関して平行となる概複素構造をもつこ
とを見ていきます。これより偶数次元の Poincaré の上半空間は e–接続や m–接続に関して平行と
なる概複素構造をもつため Kähler-like 統計多様体になります。

第 2回目では，複素局所座標系を用いて Kähler-like 統計多様体の幾何学量を考え，Kähler 多
様体との違いを見たいと思います。

2 統計多様体と指数型分布族

多様体 M の計量を g，アファイン接続を ∇ で表します。M 上のベクトル場 X, Y, Z に対して

Xg(Y,Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇∗
XZ)(2.1)

によりもう一つのアファイン接続 ∇∗ を定義します。この ∇∗ を g に関する ∇ の共役接続又は双
対接続といいます。(∇∗)∗ = ∇ を満たします。∇ と ∇∗ の捩れがないとき，(M, g,∇) を統計多様
体といいます ([4])。また，(M, g,∇∗) も統計多様体になります。アファイン接続 ∇ 及び ∇∗ に関
する曲率テンソルをそれぞれ R 及び R∗ で表します。このとき，M 上のベクトル場 X, Y, Z, W

に対して

g(R(X,Y )Z, W ) = −g(Z, R∗(X, Y )W )(2.2)

が成り立ちます。ここで，R(X, Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z です。アファイン接続 ∇ に関する
曲率テンソルが

R(X,Y )Z = k{ g(Y,Z)X − g(X, Z)Y }(2.3)

を満たすとき，(M, g,∇) を定曲率 k の定曲率空間といいます。
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次に，統計的モデルから Riemann 多様体 (M, g) を構成します。確率密度関数 p(x; ξ) に対し
て n 次元統計的モデル M = { p(x; ξ) | ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ξ ⊂ Rn } は (ξ1, . . . , ξn) を局所座標
系として n 次元 Riemann 多様体と考えることができます。また，ℓ = ℓ(x; ξ) = log p(x; ξ) 及び
∂i = ∂/∂ξi とおき，p(x; ξ) に関する期待値 E を用いて M 上の計量 g の成分を

gij = E[ ∂iℓ · ∂jℓ ](2.4)

で定義します。この計量は局所座標系 (ξ1, . . . , ξn) の取り方に依存しません。また正定値と仮定
します。この g を Fisher 計量といいます。また，微分と積分の順序交換が可能と仮定すると
E[ ∂iℓ ] = 0 から Fisher 計量は

gij = −E[ ∂i∂jℓ ](2.5)

と表すこともできます。また，α ∈ R に対して関数を

Γ(α)
ij,k = E

[(
∂i∂jℓ +

1 − α

2
∂iℓ · ∂jℓ

)
∂kℓ

]
(2.6)

と定めます。これを用いて α–接続 ∇(α) を

g(∇(α)
∂i

∂j , ∂k) = Γ(α)
ij,k(2.7)

で定義します。このとき α–接続は捩れがなく，Fisher計量に関して∇(−α) は ∇(α) の共役接続にな
ります。これより (M, g,∇(α))は統計多様体です。また，∇(0) はFisher計量に関する Levi–Civita
接続です。α–接続に関する曲率テンソルが恒等的に零のとき (M, g,∇(α)) は α–平坦といいます。

また，確率密度関数が集合 χ 上の関数 C と恒等的に零でない関数 F1, . . . , Fn，Rn の部分集合
Θ 上の関数 φ を用いて

p(x; θ) = exp

[
C(x) +

n∑
s=1

θs Fs(x) − φ(θ)

]
(2.8)

と表せるとき，n 次元統計的モデルを指数型分布族といい，θ = (θ1, . . . , θn) をその自然パラメー
タといいます。指数型分布族は統計多様体になります。離散型分布である多項分布や負の多項分
布，連続型分布である多次元正規分布や Dirichlet 分布は指数型分布の重要な例です。指数型でな
い例として指数分布，Cauchy 分布や Weibull 分布があります。

指数型分布族の確率密度関数 (2.8) において，正規化条件
∫
χ p(x; θ) dx = 1（離散型の場合，積

分
∫
は和

∑
になります。）より

exp φ(θ) =
∫

χ
exp

[
C(x) +

n∑
s=1

θsFs(x)

]
dx.(2.9)

微分と積分の順序交換が可能と仮定して，θi で微分すると ∂iφ · expφ = expφ · E[ Fi ] が得られ
るので

E[Fi ] = ∂iφ(2.10)

が分かります。ここで ∂i = ∂/∂θi です。さらに微分すると ∂j(∂iφ · exp φ) = exp φ · E[ FiFj ] 及
び ∂k{(∂i∂jφ + ∂iφ · ∂jφ) exp φ} = expφ · E[ FiFjFk ] より

E[ FiFj ] = ∂i∂jφ + ∂iφ · ∂jφ,(2.11)

E[ FiFjFk ] = ∂i∂j∂kφ + ∂i∂jφ · ∂kφ + ∂j∂kφ · ∂iφ + ∂k∂iφ · ∂jφ + ∂iφ · ∂jφ · ∂kφ(2.12)
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が得られます。また式 (2.8) において対数をとると

ℓ(x; θ) = C(x) +
n∑

s=1

θsFs(x) − φ(θ)

となります。式 (2.5) と ∂i∂jℓ = −∂i∂jφ から Fisher 計量 g の成分は次のようになります：

gij = ∂i∂jφ.(2.13)

ここで g は正定値と仮定して g−1 = (gij) とおきます。式 (2.6), (2.10)∼ (2.13) より

Γ(α)
ij,k =

1
2

(1 − α) ∂igjk =
1
2

(1 − α) ∂i∂j∂kφ(2.14)

を得ます。これより式 (2.7) から α–接続

∇(α)
∂i

∂j =
1
2

(1 − α) ∂sgij · gst ∂t(2.15)

が得られます。また α–接続に関する曲率テンソル R(α) は次のように表せます：

R(α)(∂i, ∂j)∂k =
c(α)

4
(∂jgks · ∂ig

st − ∂igks · ∂jg
st)∂t.(2.16)

ここで c(α) = (1 − α)(1 + α) とおきました。これより ([1])

定理 A．指数型分布族の曲率テンソルは (2.16) である。特に ±1–平坦である。

3 統計多様体の例

良くあげられる統計的モデルの例として，正規分布のなす空間があります。この空間について
お話します。

例 1．正規分布．

正規分布の確率密度関数は

p(x; µ, σ) =
1√
2π σ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]
(3.1)

で与えられます。ここで −∞ < x < ∞ であり，µ 及び σ はそれぞれ平均及び標準偏差です。こ
の平均及び標準偏差を用いて正規分布のなす空間を考えると次の上半平面

M2
1 = { (µ, σ) | −∞ < µ < ∞, σ > 0 } = R × R+

になります。定義より Fisher 計量は

ds2
1 =

dµ2 + 2 dσ2

σ2
(3.2)

となります。ここで ∂µ = ∂/∂µ, ∂σ = ∂/∂σ とおくと，α–接続 ∇(α) は次で与えられます：

∇(α)
∂µ

∂µ =
1 − α

2σ
∂σ,

∇(α)
∂µ

∂σ = ∇(α)
∂σ

∂µ = − 1 + α

σ
∂µ,(3.3)

∇(α)
∂σ

∂σ = − 1 + 2α

σ
∂σ.
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これより α–接続に関する曲率テンソルは

R(α)(∂µ, ∂σ)∂µ =
c(α)
2σ2

∂σ,

R(α)(∂µ, ∂σ)∂σ = − c(α)
σ2

∂µ

(3.4)

となります。これより正規分布のなす空間 (M2
1 , ds2

1,∇(α)) は α–接続に関して定曲率 − c(α)
2 の定

曲率空間になることが分かります。特に，±1–平坦です。

次に，Fisher 計量 (3.2) をみると次の Poincaré の上半平面 M2
2 = { (x, y) | y > 0 } = R × R+

の計量

ds2
2 =

dx2 + dy2

y2
(3.5)

と大変良く似ています。Poincaréの上半平面 (M2
2 , ds2

2)は (Levi–Civita接続に関して)定曲率 −1
の定曲率空間であり，その (Levi–Civita 接続に関する) 測地線は x 軸に中心をもつ円または y 軸
に平行な直線の y > 0 の部分です。それでは正規分布のなす空間 M2

1 の α–接続に関する測地線
はどうでしょうか？α–接続に関する測地線の方程式は

d2µ

dt2
− 2(1 + α)

σ

dµ

dt

dσ

dt
= 0,

d2σ

dt2
+

1 − α

2σ

(
dµ

dt

)2

− 1 + 2α

σ

(
dσ

dt

)2

= 0

(3.6)

となります。これを解くと

(1) σ 軸に平行な半直線の σ > 0 の部分，または，

(2) α < 1のとき µ軸に関して対称な楕円の σ > 0の部分の一部，(特に，2次元の場合，α = −1
のときは µ 軸に関して対称な円の σ > 0 の部分の一部，)

(3) α = 1 のとき軸を µ 軸上にもつ放物線の σ > 0 の部分か µ 軸に平行な直線の一部，

(4) α > 1 のとき µ 軸に関して対称な双曲線または双曲線の漸近線の σ > 0 の部分の一部

となることが分かります。

さて，Poincaréの上半平面を一般化した Poincaréの上半空間Mn+1
2 = { (x1, . . . , xn, xn+1) |xn+1

> 0 } = Rn × R+ の計量は

ds2
2 =

1
(xn+1)2

{
(dx1)2 + · · · + (dxn)2 + (dxn+1)2

}
(3.7)

で与えられます。それでは，Poincaré の上半空間のように例 1 の正規分布のなす空間を少々一般
化するとどうなるでしょうか？

例 2．共分散行列が特別な形の多次元正規分布．

一般に n 次元正規分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
1

(
√

2π)n
√

det Σ
exp

[
− 1

2
t(x − µ)Σ−1(x − µ)

]
(3.8)
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で与えられます。ここで x = t(x1, . . . , xn) ∈ Rn であり, µ = t(µ1, . . . , µn) ∈ Rn は平均ベクトル，
Σ = (σij) は共分散行列と呼ばれる対称な正定値行列であり，

ξ = (µ1, . . . , µn, σ11, σ12, . . . , σ1n, σ22, . . . , σ2n, . . . , σnn)

とおきました。このとき多次元正規分布のなす空間は

M = { ξ ∈ Rn+ 1
2

n(n+1) | −∞ < µi < ∞ (i = 1, . . . , n), (σij)は対称な正定値行列 }

となります。ここで共分散行列が Σ = diag (σ2, . . . , σ2) である特別な多次元正規分布を考えます。
このときの確率密度関数は

p(x; ξ) =
1

(
√

2π σ)n

n∏
i=1

exp
[
− (xi − µi)2

2σ2

]
(3.9)

となります。ここで ξ = (µ1, . . . , µn, σ) です。この特別な多次元正規分布のなす空間は

Mn+1
1 = { (µ1, . . . , µn, σ) | −∞ < µi < ∞ (i = 1, . . . , n), σ > 0 } = Rn × R+

です。この上半空間の Fisher 計量は

ds2
1 =

1
σ2

(
dµ2

1 + · · · + dµ2
n + 2ndσ2

)
(3.10)

となり，n = 1 のときは例 1 の Fisher 計量になります。Rn の計量を dµ2
1 + · · · + dµ2

n とし，Rn

上の関数を f(µ1, . . . , µn) =
√

2n，R+ の計量を dσ2

σ2 とし，R+ 上の関数を g(σ) = 1
σ とすると，

(Mn+1
1 , ds2

1) は doubly warped product 多様体になっています。また，Poincaré の上半空間の計
量とも似ているため，この２つの上半空間 (Mn+1

i , ds2
i ) (i = 1, 2) を統一して扱えるように正定数

ω に対して計量

ds2 =
1
σ2

(
dµ2

1 + · · · + dµ2
n + ω2dσ2

)
(3.11)

をもつ上半空間 Mn+1 = { (µ1, . . . , µn, σ) | −∞ < µi < ∞ (i = 1, . . . , n), σ > 0 } = Rn × R+ を
考えます。ω = 1 のときが Poincaré の上半空間 (Mn+1

2 , ds2
2)，ω =

√
2n のときは共分散行列が特

別な形の多次元正規分布のなす空間 (Mn+1
1 , ds2

1) になります。また，Mn+1
1 の α–接続を用いて実

数 α に対して (Mn+1, ds2) のアファイン接続∇(α) を次のように定義します：

∇(α)
∂i

∂j =
1 − α

ω2σ
δij ∂σ,

∇(α)
∂i

∂σ = ∇(α)
∂σ

∂i = − 1 + α

σ
∂i,(3.12)

∇(α)
∂σ

∂σ = − 1 + 2α

σ
∂σ.

ここで，∂i = ∂/∂µi, ∂σ = ∂/∂σ です。このとき，(Mn+1, ds2,∇(α)) は α–接続に関して定曲率
− c(α)

ω2 の定曲率空間になります。特に，±1–平坦です。

また，(Mn+1, ds2,∇(α)) の α–接続に関する測地線の方程式は
d2µi

dt2
− 2(1 + α)

σ

dµi

dt

dσ

dt
= 0 (i = 1, . . . , n),

d2σ

dt2
+

1 − α

ω2σ

n∑
s=1

(
dµs

dt

)2

− 1 + 2α

σ

(
dσ

dt

)2

= 0
(3.13)

となり，例 1 の場合と同様な測地線が得られることが分かります。
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4 概複素構造をもつ統計多様体

多様体 M 上の概複素構造とは，J2 = −I となる (1,1) 型のテンソル場 J です。ここで，I

は恒等変換を表します。固定されたそのような概複素構造をもつ多様体を概複素多様体といいま
す。概複素多様体は向き付け可能であり偶数次元です。M が Riemann 多様体である概複素多様
体 (M,J) を考えます。M 上のベクトル場 X, Y に対して g(JX, JY ) = g(X,Y ) を満たすとき，
(M, g, J) を概 Hermite 多様体といいます。次に

g(JX, Y ) + g(X, J∗Y ) = 0(4.1)

によりもう一つの (1,1) 型のテンソル場 J∗ を定義します。このような Riemann 多様体 (M, g)
を考えます。このとき (M, g, J) を概 Hermite-like 多様体と呼ぶことにします。(J∗)∗ = J，
(J∗)2 = −I 及び

g(JX, J∗Y ) = g(X,Y )(4.2)

が成り立ちます。この概 Hermite-like 多様体において，概複素構造 J がアファイン接続 ∇ に関
して平行であるとき，(M, g,∇, J) をKähler-like 統計多様体と定めます。式 (4.1) よりベクト
ル場 X, Y, Z に対して

g((∇ZJ)X, Y ) + g(X, (∇∗
ZJ∗)Y ) = 0(4.3)

が得られます。これより ([6])

補題 B．次が成り立つ。

(1) (M, g, J) が概 Hermite-like 多様体であることと (M, g, J∗) が概 Hermite-like 多様体である
ことは同値である。

(2) (M, g,∇, J) が Kähler-like 統計多様体であることと (M, g,∇∗, J∗) が Kähler-like 統計多様
体であることは同値である。

Kähler 多様体 M2n において，M が定曲率空間ならば n > 1 のとき M は平坦になります。そ
れでは Kähler-like 統計多様体ではどうでしょうか？アファイン接続に関して概複素構造が平行な
ので R(X, Y )JZ = JR(X, Y )Z となります。これより式 (2.3) から Kähler 多様体と同様に次が
成り立ちます ([11])：

定理 C．Kähler-like 統計多様体 (M2n, g,∇, J) において，M (n > 1) が定曲率空間ならば M

は平坦である。

次に，指数型分布族 (M, g,∇(α)) において，α–接続に関して平行となる概複素構造 J (α) につ
いて調べます。J (α) を M 上の概複素構造とすると (4.1) から

(J (α))∗ = −g−1J (α)g(4.4)

となることが分かります。α–接続に関して概複素構造 J (α) が平行になる条件を求めます。(
∇(α)

∂i
J (α)

)
∂j =

{
∂iJ

(α) t
j +

1
2

(1 − α)
(
J

(α) r
j ∂igrs · gst − ∂igjs · gsrJ (α) t

r

)}
∂t,

より，∇(α)J (α) = 0 は次式と同値です：

∂iJ
(α) k
j +

1
2

(1 − α)
(
J

(α) r
j ∂igrs · gsk − ∂igjs · gsrJ (α) k

r

)
= 0.(4.5)
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これより α = 1 ならば

J
(1) k
j = P k

j(4.6)

となります。ここで P k
j は P r

j P i
r = −δ i

j を満たす定数です。また

J
(−1) k
j = −P s

r gsjg
rk(4.7)

とおくと，次のことが分かります ([11])：

定理 D．指数型分布族において

(1) (M, g, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体である。

(2) (M, g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体である。

指数型分布族 (M, g,∇(α)) が α–接続に関して定曲率空間と仮定します。このとき，式 (2.15) と
定理 A から曲率テンソルは

R
(α) ℓ
ijk = c(α)A(gjkδ

ℓ
i − gikδ

ℓ
j )

と表すことができます。ここで A は定数です。これより定理 C から次のことが分かります ([11])：

定理 E．(M2n, g,∇(α)) (n > 1)を A ̸= 0を満たす定曲率空間とする。このときM が (J (α))2 =
−I を満たす (4.5) の解をもつための必要十分条件は α = ±1 である。

5 概複素構造をもつ指数型分布族の例

離散型や連続型の指数型分布族を考え，1–接続や (−1)–接続に関して平行である概複素構造に
ついて述べます。

例 3．共分散行列が特別な形の多次元正規分布のなす空間及び Poincaré の上半空間．

例 2 で取り上げた上半平面 (M, ds2,∇(α)) は接続 ∇(α) に関して定曲率 − c(α)
ω2 の定曲率空間で

した。dimM = 2n (> 2) のとき，定理 E から α = ±1 のときそれぞれ ∇(±1)–接続に関して平行
となる概複素構造 J (±1) が存在します。これを求めると

J (1) =


2Rjµi + P i

j

1
σ

(
−4µi

2n∑
s=1

Rsµs − 2
2n∑

s=1

P i
sµs + 2Sµi + Qi

)

Rjσ −2
2n∑

s=1

Rsµs + S

 ,

J (−1) =


−2Riµj − P j

i −ω2Riσ

1
ω2σ

(
4µj

2n∑
s=1

Rsµs + 2
2n∑

s=1

pj
sµs − 2Sµj − Qj

)
2

2n∑
s=1

Rsµs − S


となります。ここで

Λ =

 P i
j Qi

Rj S


とおくとき，P i

j , Qi, Rj , S は Λ2 = −I を満たす定数です。これより
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(1) (M,ds2, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体です。

(2) (M,ds2,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体です。

定数 ω = 1 のとき M は Poincaré の上半空間です。一般に，偶数次元の Poincaré の上半空間
は Kähler 多様体にはなりませんが，この例から分かるように Poincaré の上半空間には e–接続及
び m–接続に関して平行となる概複素構造が存在することが分かります。

例 4． 負の多項分布のなす空間．

負の多項分布の確率密度関数は

p(x; ξ) =
Γ(m + x1 + · · · + xn)
Γ(m) x1!x2! · · ·xn!

pm
0 px1

1 · · · pxn
n(5.1)

で表されます。ここで ξ = (p1, . . . , pn)，Γ(x) はガンマ関数，m は正定数であり，k = 1, . . . , n に
対して xk ∈ {0, 1, 2, . . . }，pk (> 0) は p0 + p1 + · · · + pn = 1 を満たします。この確率分布は

p(x; ξ) = exp

{
log Γ(m + x1 + · · · + xn) − log Γ(m) −

n∑
s=1

log xs!

+
n∑

s=1

xs log ps + m log(1 − p1 − · · · − pn)

}

と表すことができるから負の多項分布は指数型分布族です。

C(x) = log Γ(m + x1 + · · · + xn) − log Γ(m) −
n∑

s=1

log xs!,

Fi(x) = −xi, θi = − log pi (i = 1, 2, . . . , n),

φ(θ) = −m log(1 − p1 − · · · − pn)

とおき

Mn = { (θ1, . . . , θn) | 0 < θi < ∞ (i = 1, . . . , n) } = (R+)n

とします。pi = e−θi
(i = 1, 2, . . . , n) より

φ(θ) = −m log τ(θ).(5.2)

ここで τ(θ) = 1 −
n∑

s=1

e−θs
とおきました。これを微分すると

∂iφ = −m
e−θi

τ(θ)
,(5.3)

∂i∂jφ = m

{
e−θi

τ(θ)
δij +

e−θi
e−θj

τ(θ)2

}
,(5.4)

∂i∂j∂kφ = −m

{
e−θi

τ(θ)
δijδik +

e−θi
e−θk

τ(θ)2
δij +

e−θj
e−θk

τ(θ)2
δik +

e−θi
e−θj

τ(θ)2
δjk(5.5)

+
2e−θi

e−θj
e−θk

τ(θ)3

}
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が得られます。ここで ∂i = ∂/∂θi です。式 (2.13) と (5.4) から Fisher 計量の成分は次のように
なります：

gij = m

{
e−θi

τ(θ)
δij +

e−θi
e−θj

τ(θ)2

}
.(5.6)

また Fisher 計量 g の逆行列の成分は

gij =
τ(θ)

me−θi (δij − e−θi
)(5.7)

となることが分かります。式 (2.14), (5.5), (5.7) から次式が成り立ちます:

Γ(α) k
ij = Γ(α)

ij,s gsk = − 1
2

(1 − α)

{
δijδik +

e−θj

τ(θ)
δik +

e−θi

τ(θ)
δjk

}
.(5.8)

これより，実数 α に対して α–接続 ∇(α) は

∇(α)
∂i

∂j = − 1
2

(1 − α)

{
δij ∂i +

e−θj

τ(θ)
∂i +

e−θi

τ(θ)
∂j

}
(5.9)

となります。さらに α–接続に関する曲率テンソルは

R(α)(∂i, ∂j)∂k = − c(α)
4

[{
e−θj

τ(θ)
δjk +

e−θj
e−θk

τ(θ)2

}
∂i −

{
e−θi

τ(θ)
δik +

e−θi
e−θk

τ(θ)2

}
∂j

]
となり，次のことが分かります ([10])：

定理 F．負の多項分布のなす空間は定曲率 − c(α)
4m の定曲率空間である。

次に，式 (4.6), (4.7), (5.6), (5.7) から 1–接続及び (−1)–接続に関して平行となる概複素構造
J (1) 及び J (−1) の成分はそれぞれ J

(1) k
j = P k

j 及び

J
(−1) k
j = − e−θj

e−θk

{
P j

k − e−θk
n∑

r=1

P j
r +

1
τ(θ)

n∑
s=1

(
P s

k − e−θk
n∑

r=1

P s
r

)
e−θs

}
と表すことができます。これより ([10])

定理 G．負の多項分布のなす空間において，dimM (≥ 4) が偶数ならば

(1) (M, g, J (±1)) はそれぞれ概 Hermite-like 多様体である。

(2) (M, g,∇(±1), J (±1)) はそれぞれ Kähler-like 統計多様体である。

注意．n = 2 のとき

J
(0) 1
1 = −J

(0) 2
2 = ±

(
e−θ1−θ2

1 − e−θ1 − e−θ2

) 1
2

,

J
(0) 2
1 = ∓ 1 − e−θ2

e−θ2

(
e−θ1−θ2

1 − e−θ1 − e−θ2

) 1
2

,

J
(0) 1
2 = ± 1 − e−θ1

e−θ1

(
e−θ1−θ2

1 − e−θ1 − e−θ2

) 1
2

とおくと (M2, g,∇(0), J (0)) は Kähler 多様体になります。
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6 複素局所座標系を用いた表現

リーマン多様体 (M2n, g) の各点 p ∈ M に対して線形変換 Jp : TpM → TpM を

Jp

(
∂

∂xα

)
p

=
(

∂

∂yα

)
p

, Jp

(
∂

∂yα

)
p

= −
(

∂

∂xα

)
p

(α = 1, . . . , n)

とし，u, v ∈ TpM に対して

Jp(u +
√
−1 v) = Jpu +

√
−1 Jpv

により線形変換 Jp : T C
p M → T C

p M に拡張します。また

Zα =
∂

∂zα
=

1
2

(
∂

∂xα
−

√
−1

∂

∂yα

)
,

Zᾱ =
∂

∂z̄α
=

∂

∂zα
=

1
2

(
∂

∂xα
+

√
−1

∂

∂yα

)
とおくと

JZα =
√
−1Zα, JZᾱ = −

√
−1Zᾱ (α = 1, . . . , n)

となり，J2 = −I となります。複素多様体 M 上のリーマン計量を g とします。各点 p ∈ M に対
して g は TpM の対称双一次形式で，u +

√
−1 v, u′ +

√
−1 v′ ∈ T C

p M に対して

g(u +
√
−1 v, u′ +

√
−1 v′) = {g(u, u′) − g(v, v′)} +

√
−1{g(u, v′) + g(v, u′)}

と定義することにより，g を T C
p M の対称双一次形式と考えることができます。(z1, . . . , zn) を複

素局所座標系とするとき，α, β = 1, 2, . . . , n に対して g の複素局所座標系 (z1, . . . , zn) に関する
成分 gαβ , gαβ̄ , gᾱβ, gᾱβ̄ をそれぞれ

gαβ = g(Zα, Zβ), gαβ̄ = g(Zα, Zβ̄),

gᾱβ = g(Zᾱ, Zβ), gᾱβ̄ = g(Zᾱ, Zβ̄)

とおくと

gαβ = gβα, gᾱβ̄ = gβ̄ᾱ, gαβ̄ = gβ̄α, ḡαβ = gᾱβ̄ , ḡαβ̄ = gᾱβ

が成り立ちます。

リーマン多様体 M の計量 g が任意の u, v ∈ TpM に対して

g(Ju, Jv) = g(u, v)

を満たすとき，g を複素多様体 M の Hermite 計量といいます。リーマン計量 g が Hermite 計
量であるための条件を g の複素局所座標系に関する成分についていえば

gαβ = 0 (gᾱβ̄ = 0) (α, β = 1, . . . , n)

となります。

次に概複素構造 J をもつ M のリーマン計量 g が任意の u, v ∈ TpM に対して

g(Ju, J∗v) = g(u, v)(6.1)
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により J∗ を定義すると J∗ は概複素構造になり，先に述べたように (M, g, J)を概 Hermite-like
多様体と呼ぶことにします。このとき

J∗Zβ = −
√
−1

(
gβσgσω − gβσ̄gσ̄ω

)
Zω −

√
−1

(
gβσgσω̄ − gβσ̄gσ̄ω̄

)
Zω̄,(6.2)

J∗Zβ̄ = −
√
−1

(
gβ̄σgσω − gβ̄σ̄gσ̄ω

)
Zω −

√
−1

(
gβ̄σgσω̄ − gβ̄σ̄gσ̄ω̄

)
Zω̄(6.3)

となります。(J∗)2 = −I が成り立つことも確かめられます。また

J∗Zβ = JZβ − 2
√
−1 gβσ

(
gσωZω + gσω̄Zω̄

)
(6.4)

= −JZβ + 2
√
−1 gβσ̄

(
gσ̄ωZω + gσ̄ω̄Zω̄

)
,

J∗Zβ̄ = −JZβ̄ − 2
√
−1 gβ̄σ

(
gσωZω + gσω̄Zω̄

)
(6.5)

= JZβ̄ + 2
√
−1 gβ̄σ̄

(
gσ̄ωZω + gσ̄ω̄Zω̄

)
と表すことができます。これより

補題 6.1．J = J∗ であるための必要十分条件は gαβ = 0 (gᾱβ̄ = 0) である。

また

JJ∗Zα =
(
gασgσω − gασ̄gσ̄ω

)
Zω −

(
gασgσω̄ − gασ̄gσ̄ω̄

)
Zω̄,

JJ∗Zᾱ =
(
gᾱσgσω − gᾱσ̄gσ̄ω

)
Zω −

(
gᾱσgσω̄ − gᾱσ̄gσ̄ω̄

)
Zω̄,

J∗JZα =
(
gασgσω − gασ̄gσ̄ω

)
Zω +

(
gασgσω̄ − gασ̄gσ̄ω̄

)
Zω̄,

J∗JZᾱ = −
(
gᾱσgσω − gᾱσ̄gσ̄ω

)
Zω −

(
gᾱσgσω̄ − gᾱσ̄gσ̄ω̄

)
Zω̄

となります。これより一般に JJ∗ ̸= J∗J です。これより

補題 6.2．[J, J∗] = 0 であるための必要十分条件は

gασgσβ̄ = 0, gασ̄gσ̄β̄ = 0.
(

gᾱσgσβ = 0, gᾱσ̄gσ̄β = 0
)

.

補題 6.3．JJ∗ + J∗J = −2I であるための必要十分条件は

gασgσβ = 0, gασ̄gσ̄β = δ β
α .

(
gᾱσgσβ̄ = δ β̄

ᾱ , gᾱσ̄gσ̄β̄ = 0
)

.

任意の実数 α に対して

J (α) =
1 + α

2
J +

1 − α

2
J∗(6.6)

とおくと

補題 6.4．gασgσβ = 0, gασ̄gσ̄β = δ β
α のとき，任意の実数 α に対して J (α) は概複素構造で

ある。

7 共役接続

A, B, C, · · · = 1, . . . , n, 1̄, . . . , n̄ とし，∇ZA
ZB = Γ E

AB ZE , ∇∗
ZA

ZB = Γ∗ E
AB ZE とおきます。但

し ZA = ∂/∂zA です。ZAg(ZB, ZC) = g(∇ZA
ZB, ZC) + g(ZB,∇∗

ZA
ZC) より

ZAgBC = Γ E
AB gEC + Γ∗ E

AC gBE
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だから

Zαgβγ = Γ ε
αβgεγ + Γ ε̄

αβgε̄γ + Γ∗ ε
αγ gβε + Γ∗ ε̄

αγ gβε̄,(7.1)

Zαgβγ̄ = Γ ε
αβgεγ̄ + Γ ε̄

αβgε̄γ̄ + Γ∗ ε
αγ̄ gβε + Γ∗ ε̄

αγ̄ gβε̄,(7.2)

Zαgβ̄γ = Γ ε
αβ̄gεγ + Γ ε̄

αβ̄gε̄γ + Γ∗ ε
αγ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

αγ gβ̄ε̄,(7.3)

Zαgβ̄γ̄ = Γ ε
αβ̄gεγ̄ + Γ ε̄

αβ̄gε̄γ̄ + Γ∗ ε
αγ̄ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

αγ̄ gβ̄ε̄,(7.4)

Zᾱgβγ = Γ ε
ᾱβgεγ + Γ ε̄

ᾱβgε̄γ + Γ∗ ε
ᾱγ gβε + Γ∗ ε̄

ᾱγ gβε̄,(7.5)

Zᾱgβγ̄ = Γ ε
ᾱβgεγ̄ + Γ ε̄

ᾱβgε̄γ̄ + Γ∗ ε
ᾱγ̄ gβε + Γ∗ ε̄

ᾱγ̄ gβε̄,(7.6)

Zᾱgβ̄γ = Γ ε
ᾱβ̄gεγ + Γ ε̄

ᾱβ̄gε̄γ + Γ∗ ε
ᾱγ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

ᾱγ gβ̄ε̄,(7.7)

Zᾱgβ̄γ̄ = Γ ε
ᾱβ̄gεγ̄ + Γ ε̄

ᾱβ̄gε̄γ̄ + Γ∗ ε
ᾱγ̄ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

ᾱγ̄ gβ̄ε̄(7.8)

となります。次に，(∇XJ)Y = ∇X(JY ) − J∇XY より

(∇ZαJ)Zβ = 2
√
−1 Γ ε̄

αβZε̄,

(∇ZαJ)Zβ̄ = −2
√
−1Γ ε

αβ̄Zε,

(∇ZᾱJ)Zβ = 2
√
−1 Γ ε̄

ᾱβZε̄,

(∇ZᾱJ)Zβ̄ = −2
√
−1Γ ε

ᾱβ̄Zε.

これより

補題 7.1．概複素構造 J がアファイン接続 ∇ に関して平行であるための必要十分条件は

Γ ε̄
αβ = 0, Γ ε

αβ̄ = 0, Γ ε̄
ᾱβ = 0, Γ ε

ᾱβ̄ = 0.

即ち，Γ ε̄
Aβ = 0, Γ ε

Aβ̄
= 0 である。

これより ∇J = 0 のとき，式 (7.1)∼(7.8) は次のようになります :

Zαgβγ = Γ ε
αβgεγ + Γ∗ ε

αγ gβε + Γ∗ ε̄
αγ gβε̄,(7.9)

Zαgβγ̄ = Γ ε
αβgεγ̄ + Γ∗ ε

αγ̄ gβε + Γ∗ ε̄
αγ̄ gβε̄,(7.10)

Zαgβ̄γ = Γ∗ ε
αγ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

αγ gβ̄ε̄,(7.11)

Zαgβ̄γ̄ = Γ∗ ε
αγ̄ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

αγ̄ gβ̄ε̄,(7.12)

Zᾱgβγ = Γ∗ ε
ᾱγ gβε + Γ∗ ε̄

ᾱγ gβε̄,(7.13)

Zᾱgβγ̄ = Γ∗ ε
ᾱγ̄ gβε + Γ∗ ε̄

ᾱγ̄ gβε̄,(7.14)

Zᾱgβ̄γ = Γ ε̄
ᾱβ̄gε̄γ + Γ∗ ε

ᾱγ gβ̄ε + Γ∗ ε̄
ᾱγ gβ̄ε̄,(7.15)

Zᾱgβ̄γ̄ = Γ ε̄
ᾱβ̄gε̄γ̄ + Γ∗ ε

ᾱγ̄ gβ̄ε + Γ∗ ε̄
ᾱγ̄ gβ̄ε̄.(7.16)

式 (7.9) 及び (7.11) より

Γ∗ γ
αβ + Γ ε

αωgεβgωγ = gγωZαgωβ + gγω̄Zαgω̄β,(7.17)

Γ∗ γ̄
αβ + Γ ε

αωgεβgωγ̄ = gγ̄ωZαgωβ + gγ̄ω̄Zαgω̄β(7.18)
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となります。また，式 (7.12) 及び (7.13) から

Γ∗ γ

αβ̄
= gγω̄Zαgω̄β̄ + gγωZβ̄gωα,(7.19)

Γ∗ γ̄

αβ̄
= gγ̄ω̄Zαgω̄β̄ + gγ̄ωZβ̄gωα(7.20)

が得られ，式 (7.14) 及び (7.16) より

Γ∗ γ

ᾱβ̄
+ Γ ε̄

ᾱω̄gε̄β̄gω̄γ = gγωZᾱgωβ̄ + gγω̄Zᾱgω̄β̄,(7.21)

Γ∗ γ̄

ᾱβ̄
+ Γ ε̄

ᾱω̄gε̄β̄gω̄γ̄ = gγ̄ωZᾱgωβ̄ + gγ̄ω̄Zᾱgω̄β̄,(7.22)

を得ます。

ここで，Kähler-like 統計多様体において J = J∗ の場合を考えます。補題 6.1 により J = J∗

であるための必要十分条件は gαβ = 0 ( gᾱβ̄ = 0 ) であるから式 (7.9)∼(7.16) は

Γ∗ ε̄
αγ gβε̄ = 0,(7.23)

Zαgβγ̄ = Γ ε
αβgεγ̄ + Γ∗ ε̄

αγ̄ gβε̄,(7.24)

Zαgβ̄γ = Γ∗ ε
αγ gβ̄ε,(7.25)

Γ∗ ε
αγ̄ gβ̄ε = 0,(7.26)

Γ∗ ε̄
ᾱγ gβε̄ = 0,(7.27)

Zᾱgβγ̄ = Γ∗ ε̄
ᾱγ̄ gβε̄,(7.28)

Zᾱgβ̄γ = Γ ε̄
ᾱβ̄gε̄γ + Γ∗ ε

ᾱγ gβ̄ε,(7.29)

Γ∗ ε
ᾱγ̄ gβ̄ε = 0(7.30)

となります。式 (7.23) より 0 = Γ∗ ε̄
αγ gβε̄g

βω̄ = Γ∗ ε̄
αγ (δ ω̄

ε̄ − gβ̄ε̄g
β̄ω̄) = Γ∗ ω̄

αγ となるから

Γ∗ ω̄
αγ = 0

が得られます。同様にして式 (7.26), (7.27), (7.30) よりそれぞれ Γ∗ ω
αγ̄ = 0, Γ∗ ω̄

ᾱγ = 0, Γ∗ ω
ᾱγ̄ = 0

を得ます。即ち，Γ∗ ω̄
Aγ = 0, Γ∗ ω

Aγ̄ = 0 です。また，式 (7.25) より Zαgβ̄γ · gβ̄ω = Γ∗ ε
αγ gβ̄εg

β̄ω =
Γ∗ ε

αγ (δ ω
ε − gβεg

βω) = Γ∗ ω
αγ となるから

Γ∗ ω
αγ = Zαgε̄γ · gε̄ω

となります。同様にして式 (7.28) より Γ∗ ω̄
ᾱγ̄ = Zᾱgεγ̄ · gεω̄ が得られます。∇∗ は捩れがないから

Γ∗ ω̄
ᾱγ = Γ∗ ω̄

γᾱ = 0, Γ∗ ω
αγ̄ = Γ∗ ω

γ̄α = 0 だから式 (7.24) より Zαgβγ̄ = Γ ε
αβgεγ̄ となり Zαgβγ̄ · gγ̄ω =

Γ ε
αβgεγ̄gγ̄ω = Γ ε

αβ (δ ω
ε − gεγgγω) = Γ ω

αβ．ゆえに

Γ ω
αβ = Zαgβε̄ · gε̄ω

となります。同様にして式 (7.29) より Γ ω̄
ᾱβ̄

= Zᾱgβ̄ε · gεω̄ が得られます。これより Γ C
AB = Γ∗ C

AB

となるから

定理 7.1．Kähler-like 統計多様体 (M2n, g,∇, J) において，J = J∗ ならば ∇ = ∇∗ である。
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次に ∇ 及び ∇∗ は捩れがないからそれぞれ

Zαgβγ − Zβgαγ = Γ∗ ε
αγ gβε + Γ∗ ε̄

αγ gβε̄ − Γ∗ ε
βγ gαε − Γ∗ ε̄

βγ gαε̄,(7.31)

Zαgβγ − Zγgβα = Γ ε
αβgεγ − Γ ε

γβ gεα,(7.32)

Zαgβγ̄ − Zβgαγ̄ = Γ∗ ε
αγ̄ gβε + Γ∗ ε̄

αγ̄ gβε̄ − Γ∗ ε
βγ̄ gαε − Γ∗ ε̄

βγ̄ gαε̄,(7.33)

Zαgβγ̄ − Zγ̄gβα = Γ ε
αβgεγ̄ ,(7.34)

Zαgβ̄γ − Zγgβ̄α = 0,(7.35)

Zγ̄gβ̄α − Zαgβ̄γ̄ = Γ ε̄
γ̄β̄ gε̄α,(7.36)

Zᾱgβγ̄ − Zγ̄gβᾱ = 0,(7.37)

Zᾱgβ̄γ − Zβ̄gᾱγ = Γ∗ ε
ᾱγ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

ᾱγ gβ̄ε̄ − Γ∗ ε
β̄γ gᾱε − Γ∗ ε̄

β̄γ gᾱε̄,(7.38)

Zᾱgβ̄γ̄ − Zβ̄gᾱγ̄ = Γ∗ ε
ᾱγ̄ gβ̄ε + Γ∗ ε̄

ᾱγ̄ gβ̄ε̄ − Γ∗ ε
β̄γ̄ gᾱε − Γ∗ ε̄

β̄γ̄ gᾱε̄,(7.39)

Zᾱgβ̄γ̄ − Zγ̄gβ̄ᾱ = Γ ε̄
ᾱβ̄gε̄γ̄ − Γ ε̄

γ̄β̄ gε̄ᾱ(7.40)

が得られます。

補題 7.2．概複素構造 J∗ が共役接続 ∇∗ に関して平行であるための必要十分条件は

Zαgσ̄ω + gσ̄εΓ∗ ω
αε + gσ̄ε̄Γ∗ ω

αε̄ = 0,(7.41)

Zαgσ̄ω̄ + gσ̄εΓ∗ ω̄
αε + gσ̄ε̄Γ∗ ω̄

αε̄ = 0,(7.42)

Zᾱgσω + gσεΓ∗ ω
ᾱε + gσε̄Γ∗ ω

ᾱε̄ = 0,(7.43)

Zᾱgσω̄ + gσεΓ∗ ω̄
ᾱε + gσε̄Γ∗ ω̄

ᾱε̄ = 0.(7.44)

次に，Nijenhuis テンソル

N(X,Y ) = [JX, JY ] − J [X, JY ] − J [JX, Y ] − [X, Y ],

N∗(X, Y ) = [J∗X, J∗Y ] − J∗[X, J∗Y ] − J∗[J∗X, Y ] − [X, Y ]

は Kähler-like 統計多様体において N(X, Y ) = 0, N∗(X, Y ) = 0 です。

8 曲率テンソル

アファイン接続 ∇ に関する曲率テンソルを

R D
ABC = ZAΓ D

BC − ZBΓ D
AC + Γ E

BC Γ D
AE − Γ E

AC Γ D
BE

とすると

R δ̄
ABγ = ZAΓ δ̄

Bγ − ZBΓ δ̄
Aγ + Γ E

Bγ Γ δ̄
AE − Γ E

Aγ Γ δ̄
BE

= Γ ε
BγΓ δ̄

Aε + Γ ε̄
BγΓ δ̄

Aε̄ − Γ ε
AγΓ δ̄

Bε − Γ ε̄
AγΓ δ̄

Bε̄ = 0,

R δ
ABγ̄ = ZAΓ δ

Bγ̄ − ZBΓ δ
Aγ̄ + Γ E

Bγ̄ Γ δ
AE − Γ E

Aγ̄ Γ δ
BE

= Γ ε
Bγ̄Γ δ

Aε + Γ ε̄
Bγ̄Γ δ

Aε̄ − Γ ε
Aγ̄Γ δ

Bε − Γ ε̄
Aγ̄Γ δ

Bε̄ = 0.
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同様に

R δ
ABγ = ZAΓ δ

Bγ − ZBΓ δ
Aγ + Γ E

Bγ Γ δ
AE − Γ E

Aγ Γ δ
BE

= ZAΓ δ
Bγ − ZBΓ δ

Aγ + Γ ε
BγΓ δ

Aε + Γ ε̄
BγΓ δ

Aε̄ − Γ ε
AγΓ δ

Bε − Γ ε̄
AγΓ δ

Bε̄

= ZAΓ δ
Bγ − ZBΓ δ

Aγ + Γ ε
BγΓ δ

Aε − Γ ε
AγΓ δ

Bε ,

R δ̄
ABγ̄ = ZAΓ δ̄

Bγ̄ − ZBΓ δ̄
Aγ̄ + Γ E

Bγ̄ Γ δ̄
AE − Γ E

Aγ̄ Γ δ̄
BE

= ZAΓ δ̄
Bγ̄ − ZBΓ δ̄

Aγ̄ + Γ ε
Bγ̄Γ δ̄

Aε + Γ ε̄
Bγ̄Γ δ̄

Aε̄ − Γ ε
Aγ̄Γ δ̄

Bε − Γ ε̄
Aγ̄Γ δ̄

Bε̄

= ZAΓ δ̄
Bγ̄ − ZBΓ δ̄

Aγ̄ + Γ ε̄
Bγ̄Γ δ̄

Aε̄ − Γ ε̄
Aγ̄Γ δ̄

Bε̄

となるので

補題 8.1．アファイン接続 ∇ に関する曲率テンソル R は

R δ̄
ABγ = 0,(8.1)

R δ
ABγ̄ = 0,(8.2)

R δ
αβγ = ZαΓ δ

βγ − ZβΓ δ
αγ + Γ ε

βγ Γ δ
αε − Γ ε

αγ Γ δ
βε ,(8.3)

R δ
ᾱβγ = ZᾱΓ δ

βγ ,(8.4)

R δ
ᾱβ̄γ = 0,(8.5)

R δ̄
αβγ̄ = 0,(8.6)

R δ̄
αβ̄γ̄ = ZαΓ δ̄

β̄γ̄ ,(8.7)

R δ̄
ᾱβ̄γ̄ = ZᾱΓ δ̄

β̄γ̄ − Zβ̄Γ δ̄
ᾱγ̄ + Γ ε̄

β̄γ̄ Γ δ̄
ᾱε̄ − Γ ε̄

ᾱγ̄ Γ δ̄
β̄ε̄ .(8.8)

補題 8.2．アファイン接続 ∇ に関するリッチテンソル Ric は

Ricαβ = R ε
εαβ ,

Ricαβ̄ = R ε̄
ε̄αβ̄ = −ZαΓ ε̄

ε̄β̄ ,

Ricᾱβ = R ε
εᾱβ = −ZᾱΓ ε

εβ ,

Ricᾱβ̄ = R ε̄
ε̄ᾱβ̄ .

また，RABCD = g(R(ZA, ZB)ZC , ZD), R∗
ABCD = g(R∗(ZA, ZB)ZC , ZD) とおくと (2.2) より

R∗
ABCD = −RABDC だから

R∗ D
ABC = −R F

ABE gFCgED(8.9)

となります。これより

補題 8.3．アファイン接続 ∇∗ に関する曲率テンソル R∗ は

R∗ D
αβC = −R ω

αβε gωCgεD,

R∗ D
αβ̄C = Zβ̄Γ ω

αε · gωCgεD − ZαΓ ω̄
β̄ε̄ · gω̄Cgε̄D,

R∗ D
ᾱβ̄C = −R ω̄

ᾱβ̄ε̄ gω̄Cgε̄D.
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共役接続 ∇∗ に関するリッチテンソル Ric∗ をRic∗AB = R∗ D
DAB = R∗

DABEgED とおくと

Ric∗AB = R∗
DABEgDE = −(R∗

ABDE + R∗
BDAE)gDE = RABEDgED + R∗

DBAEgDE

= −(RBEAD + REABD)gED + Ric∗BA = RicBA − RicAB + Ric∗BA

だから

RicAB − RicBA = −Ric∗AB + Ric∗BA

です。これより

補題 8.4．アファイン接続 ∇ に関するリッチテンソル Ric が対称であることと共役接続 ∇∗ に
関するリッチテンソル Ric∗ が対称であることは同値である。

補題 8.5．共役接続 ∇∗ に関するリッチテンソル Ric∗ は次に与えられる：

Ric∗αβ = −R ω
εασ gωβgσε − Zε̄Γ ω

ασ · gωβgσε̄ + ZαΓ ω̄
ε̄σ̄ · gω̄βgσ̄ε̄,

Ric∗αβ̄ = −R ω
εασ gωβ̄gσε − Zε̄Γ ω

ασ · gωβ̄gσε̄ + ZαΓ ω̄
ε̄σ̄ · gω̄β̄gσ̄ε̄,

Ric∗ᾱβ = ZᾱΓ ω
εσ · gωβgσε − ZεΓ ω̄

ᾱσ̄ · gω̄βgσ̄ε − R ω̄
ε̄ᾱσ̄ gω̄βgσ̄ε̄,

Ric∗ᾱβ̄ = ZᾱΓ ω
εσ · gωβ̄gσε − ZεΓ ω̄

ᾱσ̄ · gω̄β̄gσ̄ε − R ω̄
ε̄ᾱσ̄ gω̄β̄gσ̄ε̄.

スカラー曲率を r = RicABgAB, r∗ = Ric∗ABgAB とすると，r = RicABgAB = RDABEgDEgAB =
R∗

ADEBgABgDE = Ric∗DEgDE = r∗ から

補題 8.6．r = r∗ である。

9 ある条件を満たす Kähler-like 統計多様体

次に，Kähler-like 統計多様体 (M, g,∇, J) のアファイン接続 ∇ に関する曲率テンソル R が次
のような場合を考えます：

R(∂A, ∂B)∂C =
c

4
[ g(∂B, ∂C)∂A − g(∂A, ∂C)∂B − g(∂B, J∂C)J∂A + g(∂A, J∂C)J∂B(9.1)

+{g(∂A, J∂B) − g(J∂A, ∂B)}J∂C ].

注意. 共役接続 ∇∗ に関する曲率テンソル R∗ は式 (9.1) において J を J∗ に置き換えたものに
なります。

定理 7.1 より

補題 9.1．式 (9.1) を満たす Kähler-like 統計多様体 (M, g,∇, J) において，J = J∗ ならば
(M, g,∇, J) は正則断面曲率 c の空間である。

式 (9.1) より曲率テンソルの成分で 0 以外のものは

R δ
αβγ =

c

2
(gβγδ δ

α − gαγδ δ
β ),(9.2)

R δ
αβ̄γ =

c

2
(gβ̄γδ δ

α + gαβ̄δ δ
γ ),(9.3)
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R δ̄
αβ̄γ̄ = − c

2
(gαγ̄δ δ̄

β̄ + gαβ̄δ δ̄
γ̄ ),(9.4)

R δ̄
ᾱβ̄γ̄ =

c

2
(gβ̄γ̄δ δ̄

ᾱ − gᾱγ̄δ δ̄
β̄ )(9.5)

です。式 (8.4) 及び (8.7) より

Zβ̄Γ δ
αγ = − c

2
(gβ̄γδ δ

α + gβ̄αδ δ
γ ),(9.6)

ZαΓ δ̄
β̄γ̄ = − c

2
(gαγ̄δ δ̄

β̄ + gαβ̄δ δ̄
γ̄ )(9.7)

となります。また補題 8.2 より

Ricβγ =
c

2
(n − 1)gβγ ,(9.8)

Ricαβ̄ =
c

2
(n + 1)gαβ̄ ,(9.9)

Ricᾱβ =
c

2
(n + 1)gᾱβ ,(9.10)

Ricβ̄γ̄ =
c

2
(n − 1)gβ̄γ̄(9.11)

が得られます。これより

補題 9.2．式 (9.1) を満たす Kähler-like 統計多様体においてリッチテンソルは対称である。

次に，アファイン接続 ∇ に関するスカラー曲率 r は次のように与えられます：

r = c{n(n + 1) − 2gεωgεω}.(9.12)

補題 8.5，式 (9.2), (9.5)∼(9.7) より共役接続 ∇∗ に関するリッチテンソル Ric∗ の成分は

Ric∗αβ =
c

2
{(n − 1)gαβ − 4gαε̄gβω̄gε̄ω̄},(9.13)

Ric∗αβ̄ =
c

2
{(n + 1)gαβ̄ − 4gαεgβ̄ωgεω},(9.14)

Ric∗ᾱβ =
c

2
{(n + 1)gᾱβ − 4gᾱεgβωgεω},(9.15)

Ric∗ᾱβ̄ =
c

2
{(n − 1)gᾱβ̄ − 4gᾱεgβ̄ωgεω}(9.16)

となります。また，共役接続 ∇∗ に関するスカラー曲率 r∗ は

r∗ = c{n(n + 1) − 6gεωgεω + 4gαεgβωgαβgεω}(9.17)

となります。これより

r − r∗ = 4c(gεωgεω − gαεgβωgαβgεω).(9.18)

補題 8.6 から

補題 9.3．式 (9.1)を満たすKähler-like統計多様体においてc = 0または gεωgεω−gαεgβωgαβgεω =
0 (gε̄ω̄gε̄ω̄ − gᾱε̄gβ̄ω̄gᾱβ̄gε̄ω̄ = 0) である。
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注意．A = (gαβ), B = (gαβ) とすると

gεωgεω − gαεgβωgαβgεω = 0 ⇐⇒ tr (AB) − tr (AB)2 = 0

⇐⇒ tr (E − AB)2 = tr (E − AB)

です。但し，E は単位行列です。
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