
ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への
等長的多重調和はめ込み

古畑　仁　 東北大 理（学振）

　 3次元ユークリッド空間内の曲面論は幾何学の故郷である. とく
に極小曲面は多くの人に興味をもたれてきた. その「よい」高次元
化として多重調和はめ込みを考え, 極小曲面の古典理論を我々の場
合に拡張する.

　RN+Pに擬ユークリッド計量 (dX1)2 + · · ·+(dXP )2−(dXP+1)
2−

· · · − (dXP+N)2 を与えたものをRN+P
N で表す. M = (Mm, g, J)を

複素m次元ケーラー多様体とする. RN+P
N , M のレビ・チビタ接続

をそれぞれD, ∇で表す. fをMからRN+P
N への等長はめ込みとし,

αをその第２基本形式とする:

α(X, Y ) := DXf∗Y − f∗∇XY, X, Y ∈ TxM .

分解TM ⊗C = T (1,0)⊕T (0,1)に関するαの (p, q)-成分をα(p,q)とかく.

定義. 　MからRN+P
N への等長はめ込みfが多重調和的であるとは,

α(1,1) ≡ 0

がなりたつときをいう.

　これは次のそれぞれの条件と同値である.

α(X, JY ) = α(JX, Y ),

AξJ = −JAξ,
∂2f

∂zα∂zβ
= 0.

ここで, Aは f の形作用素, X, Y はM の接ベクトル, ξは f の法ベ
クトルで, (zα) := (z1, . . . , zm) はM の局所複素座標を表す.

　たとえば, アンビエント空間RN+P
N がとくにCN+P

N の場合, M か
らCN+P

N への等長的正則はめ込みは多重調和的である.

　定義より, 等長的多重調和はめ込みの平均曲率は 0であることが
ただちにわかる. 逆に, 次がなりたつ. f をM からRN+P

N への等長

1



はめ込みとする. N = 0または P = 2mのとき, f の平均曲率が 0

ならば, f は多重調和的である ([3]等).

　さらに, ユークリッド空間内の極小曲面の場合と同様に次がなり
たつ. ケーラー多様体M は単連結と仮定する. M からRN+P

N への
等長的多重調和はめ込み f に対して, MからCN+P

N への等長的正則
はめ込みΦが存在して,

f =
√

2Re Φ

と表せる. とくに, f を変形して, M からRN+P
N への等長的多重調

和はめ込みの１パラメーター族 fθ =
√

2Re (e
√
−1θΦ) が構成できる

ことがわかる.

§　多重調和はめ込みの分類問題

　等長的多重調和はめ込みが与えられたときに, それと等長的な多
重調和はめ込みを分類することは, 重要でかつ基本的な問題である.

ケーラー多様体Mが単連結の場合は, E. Calabi [2]のアイディアを
用いて, MからRN+P

N への充満な等長的多重調和はめ込みの合同類
全体が複素行列の空間の中に自然に実現できることが示され, この
問題に解答を与えることができる. (詳しくは, [5], [6], または, 日本
数学会幾何学分科会講演アブストラクト（１９９４年９月於東京工
業大学）内の論文参照. )

　大域的な仮定の下での分類については次のことがわかる.

柱状定理. 　m次元ケーラー多様体M は完備であると仮定する.

M からRN+P
N への等長的多重調和はめ込み f は, 相対退化次数νが

2m − 2以上ならば, (2m − 2)-柱状である. とくに, f が実超曲面の
場合はつねに (2m − 2)-柱状である.

　ここで, f の相対退化次数ν(x)は第２基本形式の核の実次元

dimR{X ∈ TxM ; α(X, Y ) = 0, Y ∈ TxM}

を表し, f が (2m − 2)-柱状であるとは, 1次元ケーラー多様体N と
等長はめ込み f ′ : N → R

N+P−(2m−2)
N が存在して

M = N × Cm−1,

f = f ′ × idCm−1

2



のように分解することである.

　この定理は, K. Abe and M. Magid [1] のアイディアを用いて証
明される. 定理の後半部分は, 実余次元 1の等長的多重調和はめ込
みの相対退化次数が 2m − 2以上であることから得られる.

Bernstein型定理 1 (T. Ishihara [8]). 　M を d次元リーマン多様
体とし, f をM からRN+d

N への等長はめ込みで平均曲率が 0と仮定
する. M が完備ならば, f は全測地的である.

　証明は, 第２基本形式のノルムのラプラシアンを計算する, S.

Nishikawa [9]などと同様な方法が用いられる.

Bernstein型定理 2. 　M をCmと双正則なケーラー多様体とす
る. f をM からR1+P

1 への等長的多重調和はめ込みとする. このと
き次がなりたつ. R1+P

1 の時間的単位定ベクトル eと正の定数εが存
在して

|〈e, ∂f

∂zα
〉C1+P

1
|2 > 0,

|〈e, ∂f

∂zα
〉C1+P

1
|2 ≥ ε|〈 ∂f

∂zα
,

∂f

∂zα
〉C1+P

1
|, α = 1, . . . , m,

ならば, f は全測地的である.

　定理の条件は, Mの接空間の像があまり広がらないことを要請し
ている. また同じ結果がアンビエント空間がユークリッド空間のと
きもなりたつ. 証明は, F. J. M. Estudillo and A. Romero [4]のア
イディアを用いる.

§　多重調和はめ込みの存在問題

　リーマン多様体からユークリッド空間への等長的極小はめ込みが
存在するとき, リーマン多様体のリッチ曲率は半負定値であること
がすぐにわかる. 逆にこのようなリーマン多様体が与えられたとき,

等長的極小はめ込みが存在するだろうか. 等長的極小はめ込みが存
在するためのリーマン多様体の必要十分条件を求めることは重要な
課題である.
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　この方面での古典的な結果は, G. Ricci-Curbastroによる次の定
理である. (M, g)を単連結な 2次元リーマン多様体で負のガウス曲
率Kをもつと仮定する. このとき, M からR3への等長的極小はめ
込みが存在するための必要十分条件は, gを共形変形してできる計
量−Kgがガウス曲率 1をもつことである. この結果を等長的多重
調和はめ込みに対して拡張したい.

問題. 　擬ユークリッド空間RN+P
N が与えられたとする. ケーラー

多様体M からRN+P
N への等長的多重調和はめ込みが存在するため

のM の必要十分条件を求めよ.

　この問題について, 小域的な設定でもっとも簡単な場合について
考える. まず, R3

1内の平均曲率 0の空間的曲面のガウス曲率は非負
であることに注意する.

定理. 　M = (M2, g)を単連結な 2次元リーマン多様体とし, その
ガウス曲率Kが正と仮定する. このとき, M からR3

1への平均曲率
0の等長はめ込みが存在するための必要十分条件は次で与えられる.

ĝ := Kgとし, ĝのガウス曲率をK̂とおくと, K̂ = −1がなりたつ.

　この定理は初等的ではあるが, 文献が見あたらなかったので, こ
こで証明を与えることにする. まずそのためにいくつか準備をする.

　 e1, e2を TM の gに関する正規直交標構とし, θ1, θ2をその双対と
する (θi(ej) = δi

j). gのレビ・チビタ接続∇の ejに関する接続形式
をω = ω1

2とかく (∇ej = ωi
jei). このとき, 構造方程式は次のように

かける.
dθ1 = −ω ∧ θ2,

dθ2 = ω ∧ θ1,

dω = Kθ1 ∧ θ2.

　また, θ := θ1 +
√
−1θ2, e := (1/2)(e1 −

√
−1e2)とおくとき,

θ(e) = θ(e) = 1, θ(e) = θ(e) = 0, ∇e = −
√
−1ωe

がなりたつ. このとき, 上の構造方程式をかきなおすと次のように
なる ((M, g)の構造方程式).

dθ =
√
−1ω ∧ θ, (1)

dω = − K

2
√
−1

θ ∧ θ. (2)
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　定理を示すためには, 擬リーマン幾何学の範囲で部分多様体の
基本定理を述べなくてはならない. f をM から R3

1への等長はめ
込みとする. e3を f の単位法ベクトルとすると, e3は時間的である
(〈e3, e3〉 = −1). その第２基本形式 II(X,Y )e3 := DXf∗Y − f∗∇XY

の係数であるM上の対称２テンソル II も第２基本形式とよぶこと
にする. IIに対してM 上の１形式 ω3

j , αを

ω3
j (ek) := II(ek, ej),

α := ω3
1 +

√
−1ω3

2

(3)

で定義する.

補題. 　M = (M2, g)を単連結な 2次元リーマン多様体とする.

(ア)　M からR3
1への等長はめ込み f が存在したとする. その第２

基本形式 II に対して (3)で定義されるαは, 次のガウス方程式 (4),

コダッチ方程式 (5)をみたす.

(イ)　M 上の対称２テンソル IIが与えられたとする. IIに対して
M 上の１形式αを (3)で定義する. αが (4), (5)をみたすと仮定する
と, M からR3

1への等長はめ込みで, その第２基本形式が II となる
ものが存在する.

dω =
1

2
√
−1

α ∧ α, (4)

dα =
√
−1ω ∧ α. (5)

　このガウス方程式, コダッチ方程式は

dω = − ω3
1 ∧ ω3

2,

dω3
1 = ω3

2 ∧ ω,

dω3
2 = − ω3

1 ∧ ω

をかきなおしたものである. また,比較のためにアンビエント空間が
R3の場合をかいておく: dω = ω3

1∧ω3
2, dω3

1 = ω3
2∧ω, dω3

2 = −ω3
1∧ω.

　一方, f の平均曲率H は, α(e)で与えられることに注意する. 実
際, 2α(e) = (ω3

1 +
√
−1ω3

2)(e1 −
√
−1e2) = ω3

1(e1) + ω3
2(e2) +√

−1(ω3
2(e1) − ω3

1(e2)) = 2H となる.
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定理の証明.

必要性.　
　平均曲率 0の等長はめ込み f : M → R3

1が存在したとする. 補題
(ア)より, (4), (5)がなりたつ.

　θ̂ := αとおく. 平均曲率が 0であることとガウス曲率が正である
ことより, 0にならない関数λが存在してθ̂ = λθとかける. ĝ := θ̂θ̂ =

|λ|2g とおく. θ̂と双対となる, ĝのユニタリー標構をêとし, ĝのレビ・
チビタ接続のêに関する接続形式をω̂, ガウス曲率をK̂とする. ω̂は
実１形式であることに注意する. このとき, (M, ĝ)の構造方程式

dθ̂ =
√
−1ω̂ ∧ θ̂, (6)

dω̂ = − K̂

2
√
−1

θ̂ ∧ θ̂ (7)

がなりたつ.

　このK̂はKgのガウス曲率になっている. 実際, (2), (4)より

− K

2
√
−1

θ ∧ θ = dω =
1

2
√
−1

θ̂ ∧ θ̂ = − |λ|2

2
√
−1

θ ∧ θ

となり, |λ|2 = Kを得る.

　 (7), (4)より dω̂ = −(K̂/2
√
−1)α∧α = −K̂dω がわかり, (6), (5)

とω, ω̂ が実であることからω = ω̂がわかる. これらからK̂ = −1 と
なる.

十分性.

　補題 (イ)よりガウス・コダッチの方程式 (4),(5) をみたすα =

ω3
1 +

√
−1ω3

2を構成すればよい. θ̂ :=
√

K θとし, 実関数φに対して
θ̂φ := e

√
−1φθ̂ と定義する. α := θ̂φ とおき, (4),(5) をみたすようなφ

が存在することを示す.

　定義よりα(e) = 0となるから, 等長はめ込みが構成されたとする
と, その平均曲率は 0になっていることに注意する.

　êφをθ̂φの双対である, ĝ = Kθθ = θ̂φθ̂φ のユニタリー標構とす
る. ĝのレビ・チビタ接続のêφに関する接続形式をω̂φとする. また,

ê := ê0, ω̂ := ω̂0 とかく. このとき, ω̂φは実１形式で次をみたす
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((M, ĝ)の構造方程式).

dθ̂φ =
√
−1ω̂φ ∧ θ̂φ, (8)

dω̂φ = − K̂

2
√
−1

θ̂φ ∧ θ̂φ = − K̂

2
√
−1

θ̂ ∧ θ̂. (9)

　定義と (2)より (1/2
√
−1)α∧α = −(K/2

√
−1)θ∧ θ = dω である

から, ガウス方程式 (4)は任意のφについてなりたっている.

　定義と (8)より dα = dθ̂φ =
√
−1ω̂φ ∧ θ̂φ =

√
−1ω̂φ ∧ α であるか

ら, コダッチ方程式 (5)は

ω̂φ = ω (10)

と同値である.

　以上から, (10)をみたすφが存在することを示せば証明が終わる.

K̂ = −1と (9), (2)よりdω̂φ = (1/2
√
−1)θ̂∧θ̂ = −(K/2

√
−1)θ∧θ =

dω,とくに dω̂ = dω を得る. よって,実関数ψが存在してω̂−ω = dψ

とかける. 一方, (8)よりω̂φ = ω̂ + dφ がなりたつことがわかる.

φ := −ψとおくと, ω̂φは (10)をみたす. 2
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