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本講演では，長谷川和泉，奥山幸彦，佐藤公威，Mohammad Hasan

Shahid との共同研究 [3] の一部を紹介する．対象は断らない限り滑ら

かなもので，主に局所的な性質を問題にしている．

多様体とその捩じれのないアファイン接続と Riemann 計量の３つ

組 (M,∇, g) が統計多様体であるとは，Codazzi 方程式 (∇Xg)(Y, Z) =

(∇Y g)(X,Z) が任意のベクトル場 X,Y, Z ∈ Γ(TM) についてなりた

つことをさす．∇ として g の Levi-Civita 接続を取ると，∇g = 0 と

なるから，Riemann 多様体とその Levi-Civita 接続の組は，統計多様

体の最も素朴な例である．見方を変えると，統計多様体という概念は，

Riemann 多様体という概念の拡張，あるいは変形ということができる

だろう．さて，この考察を推し進めると，Kähler 多様体の統計多様体

版は何かが問題になる．それについて，高野嘉寿彦によるKähler-like

統計多様体なる概念 ([7] 参照)があり，それとは別に，黒瀬俊 [4] が正

則統計多様体 (holomorphic statistical manifold)という概念を提案して

いる．奇数次元の場合も同様な疑問は研究に値して，本講演は，Sasaki

多様体の統計多様体版は何か，という問題に対して，一つの提案を行

う．高野 [6] は Kähler-like 統計多様体と同じアイディアで奇数次元の

研究も行っているが，ここでは正則統計多様体の奇数次元版を与える

ことになる．

⋆

まず，統計多様体に関して簡単に整理しておく．統計多様体の微分幾

何学的基礎については，[1] 等を参照せよ．統計多様体の起源の一つは

情報幾何学にあるが，それについて最近の文献をあげる力量は筆者には

ない．[5] およびそれに掲載された文献を参照されたい．以下，X, Y, Z

等はベクトル場をあらわし，混乱の恐れのない時は，任意のベクトル

場 X に対して，などと明記していない．
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定義と命題 1．(i) アファイン接続 ∇∗ が，∇ の g に関する双対接続

であるとは， Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇∗
XZ) をみたすことをい

う．(∇, g) が M 上の統計構造ならば，(∇∗, g) もそうである．

(ii) 統計構造 (∇, g) に対して，

(1) KXY = ∇XY − ∇̂XY

とおくと，K ∈ Γ(TM (1,2)) は

(2) KXY = KYX, g(KXY, Z) = g(Y,KXZ)

をみたす．ここで，∇̂ は g の Levi-Civita 接続をあらわす．逆に，Rie-

mann 計量 g に対して，与えられた K ∈ Γ(TM (1,2)) が (2) をみたす

とき，組 (∇ := ∇̂+K, g) は統計構造になる． □

定義と命題 2．(i) (M,∇, g) を統計多様体とする．R∇ あるいはたんに

R で∇ の曲率テンソル場を，R∇∗
あるいは R∗ で∇∗ の曲率テンソル

場を，R∇̂ あるいは R̂ で g の Levi-Civita 接続 ∇̂ の曲率テンソル場を
表す．このとき，

S(X, Y )Z :=
1

2
{R(X,Y )Z +R∗(X, Y )Z}

= R̂(X, Y )Z + [KX , KY ]Z

とかき，この S ∈ Γ(TM (1,3)) をここでは仮に (∇, g) の統計曲率テン

ソル場 (statistical curvature tensor field) とよぶ．

(ii) c ∈ R とする．統計多様体 (M,∇, g) が定曲率 c であるとは，

R(X, Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y } がなりたつことをいう．ま

た，統計多様体 (M,∇, g) が定統計曲率 c であるとは， S(X,Y )Z =

c{g(Y, Z)X− g(X,Z)Y } がなりたつことをいう．統計多様体が定曲率
c ならば，定統計曲率 c である． □

ここで，Kähler 多様体の統計多様体版の定義を与えよう．

定義 3．(M,∇, g) を統計多様体とする．(g, J) を M 上の Kähler 構造

(J ∈ Γ(TM (1,1)) は概複素構造)とし，ω を ω(X, Y ) = g(X, JY ) と定

める．(M,∇, g, J) が正則統計多様体であるとは，ω が ∇ について平
行な 2-形式になるときをいう． □
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このとき，∇X(JY ) = J∇∗
XY がなりたつ．なお，∇が平坦のとき，

正則統計多様体はスペシャル Kähler 多様体とよばれている．

注意 4． (∇, g) が M 上の統計構造，(g, J) が M 上のKähler 構造の

とき，(M,∇, g, J) が正則統計多様体になるための必要十分条件は，

KXJY + JKXY = 0

で与えられる．

⋆ ⋆
矢野健太郎，昆正博 [8] に沿って，（天下り的ではあるが）佐々木多様

体の定義をしておく．Riemann 多様体 (M, g) 上に ϕ ∈ Γ(TM (1,1)) と

ξ ∈ Γ(TM) が与えられているとする．

定義 5．３つ組 (g, ϕ, ξ) が M 上の概接触計量構造 (almost contact

metric structure) であるとは，

ϕ ξ = 0, g(ξ, ξ) = 1,

ϕ2X = −X + g(X, ξ)ξ,

g(ϕX, Y ) + g(X,ϕY ) = 0

がなりたつことをいう． □

このとき，η ∈ Γ(TM∗) と ω ∈ Γ(TM (0,2)) を

(3) η(X) = g(X, ξ), ω(X,Y ) = g(X,ϕY )

で定めると，

η(ϕX) = 0,

g(ϕX, ϕY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y )

がなりたつ．接触幾何学を意識した記述では，(ϕ, ξ, η, g) のように４つ

組で書くほうが主流だろう．

定義 6．概接触計量構造 (g, ϕ, ξ) が 佐々木構造であるとは，

(4) (∇̂Xϕ)Y = g(Y, ξ)X − g(Y,X)ξ

がなりたつことをいう． □
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このとき，

(5) ∇̂Xξ = ϕX

がなりたつ．いよいよ我々の佐々木統計多様体の定義であるが，つぎ

のようにするとよい．

定義 7．４つ組 (∇, g, ϕ, ξ) が佐々木統計構造であるとは，(∇, g) が統

計構造，(g, ϕ, ξ) が佐々木構造で，かつ

(6) KXϕY + ϕKXY = 0

をみたすときをいう．ここで，K ∈ Γ(TM (1,2)) は統計構造より (1) か

ら定まるテンソル場である． □

これはつぎのように言い換えられる．

定理 8． (M,∇, g) を統計多様体，(g, ϕ, ξ) を M 上の概接触計量構造

とする．(∇, g, ϕ, ξ) が佐々木統計構造であるための必要十分条件は，

∇X(ϕY )− ϕ∇∗
XY = g(Y, ξ)X − g(Y,X)ξ,(7)

∇Xξ = ϕX + g(∇Xξ, ξ)ξ(8)

がなりたつことである． □

(∇, g, ϕ, ξ) が M 上の佐々木統計構造ならば，(∇∗, g, ϕ, ξ) もそうで

ある．

⋆ ⋆ ⋆

よく知られたように，複素 Euclid 空間の超球面は佐々木多様体の典

型的な例である．この上に佐々木統計構造を与えておこう．統計多様

体のコンパクトな例がおもて？に登場することも珍しい．

例 9． S2n+1 を複素 Euclid 空間 Cn+1 = (R2n+2, g0, J0) の半径 1 の超

球面とし，単位法ベクトル場を N，誘導計量 (標準的な超球面の計量)

を g とかく．J0 から自然に誘導される S2n+1 の (1, 1)-テンソル場を ϕ

とかき，ξ = −J0N とおく．このとき，X, Y ∈ Γ(TS2n+1) に対して，

KXY = g(X, ξ)g(Y, ξ)ξ とおくと，(2) と (6) が確かめられ，これで構

成される (S2n+1,∇, g, ϕ, ξ) は佐々木統計多様体になる．これは，定統
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計曲率 1 である (さらに，統計曲率テンソル場を用いて古典的な場合

と同様に定義ができる ϕ-断面曲率も 1 になる)． □

この例をみると，正則統計多様体の超曲面として実現される佐々木

統計多様体について興味がわく．それに関してはつぎがなりたつ．

定理 10． (M̃, ∇̃, g̃, J)を正則統計多様体とし，M をその実超曲面とす

る．N を M の単位法ベクトル場，g を誘導計量とする．∇, ϕ, ξ, A,A∗

等をつぎで定める：

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y )N, ∇̃XN = −AX + τ(X)N,

∇̃∗
XY = ∇∗

XY + h∗(X,Y )N, ∇̃∗
XN = −A∗X + τ ∗(X)N,

ξ = −JN, JX = ϕX + η(X)N.

このとき，(∇, g, ϕ, ξ)が M 上の佐々木統計構造になるための必要十分

条件は，

AX = X + g(AX −X, ξ)ξ, A∗X = X + g(A∗X −X, ξ)ξ

である． □
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