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日 時   1986年 8月 19日 (火 )

場 所   北海道大学理学部数学教室

講 演

3月 19日 (火 )

9:30 ～  10:30

渦運動における音波の発生

11:00 ～  12:00

渦と粘性

13:30 ～  1‐4:45

～ 8月 22日 (金 )

4-508室

神 勉 (東 大理 )

儀 美 一 (北大理 )

15:00 ～  16:00     松 村 昭 孝 (京 大工 )
一次元粘性流体の漸近挙動について

8月 20日 (水 )

9:30 ～ 10:30     谷 内 俊 弥 (名 大理 )
Ide81  l H D

ll:00 ～ 12:00     岩 崎 敷 久 (京 人数理研 )
Effoctivoly hyporbolic cqmtionsの 応用について

13:30 ～  14:45     *

二tt‖Ц
'Pξ
ψ` P't吼 野 0  抑 沢 車 (北大理)

未   定

15:45～ 16:15  11谷 昌 之 (F●■人理 )
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‐
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*



8月 21日 (木 )

9:30 ～  10:30     堤   誉志雄 (広 島人総科 )

Scattering problcm for tlle nonlincar

Schrodingcr equations

～  12:00     桜  井   力 (埼 玉人理 )

Schrodinger方 程式の grazing rayに ついて

～  14:45   *

11:00

13:30

15:00 ～  15:30     坂 口   茂 (都立大理 )

ある準線型楕円型デ リクレ問題の解の凸性について

15:45 ～  16:15     内 藤 久 資 (名 大理 )

調和写像と Eells― SampsOnの 放物型方程式つ

大域解の存在について

8月 22日 (金 )

9:30 ～  10:30     井  り|1   溝 (阪 大理 )

波動方程式に対するい くつかの凸な物体の

外部問題について

～  12:00     森  本 方  員」 (名 大工 )

Criteria for hypoollipticity

11:00

*こ の時間は講演者を囲んでの自由礼質問の時間とする予定です。

連絡先  北海道大学理学部数学 議ill

TEL 011-716-2111

内練  2679(河 合 )
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解 1

渦 動

1.は じめ に
渦運動というのは流体運動の一つの基本要素ど

言ってもよいかと思う。渦というときに思い浮か

ぶのは,コ ービーカップの中のクリームの渦,洗

面台の栓を抜いたとき生ずる排水時の渦,鳴門の

渦などがあろう。これらも渦運動には違いないが ,

ここで音の発生と関連させて考察する渦運動とい

うのは,渦度場のダイナミクスという意味に解釈

していただきたい。渦度 (VOrtiCity)は いうまでも

なく速度場の rOtと して定義される量である。各

点で渦度ベクトルに接する曲線は渦線といわれる。

実験的に容易につくる.こ とができて, しかも対称

性のよい渦線の代表例は渦輪 (VOrteX ring)で あろ

う。これは渦線が円形をしており,器用な人がよ

く煙草の煙で作る輪もその一種である。ここで間

題とするのは,渦のどのような運動が,どのよう

な機構で音の放射に関係するかということ,ま た

渦輪の速さと音の強さとの関係等,どのような法

則性があるかということである。

流れの一つの状態として乱流がある。乱流の中

では渦度は複雑なダイナミクスに従って変動して

いる。そのような場からの音の放射も考えること

ができよう。特に乱流ジェットについては,それ

が発生する音はジェット騒音として知られている

(第 1図 )。 歴史的にはその問題が発端となって,

この方面の研究が発展してきた。
D

渦と物体の相互作用によっても音波が励起され

る。例えば,風の中の電線の出す音はその例であ

る(第 8図 )。 また楽器の尺八やフルートでは,固

いエッジに日から息を吹きつけて音を出す。その
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第  1 図

音源機構にも渦・エッジの相互作用があると考え

られている。2)ただし,楽器の場合は共鳴機構も

備えているから,音源そのものは必ずしも強い必

要はない。

いろいろと例を挙げてみたが,本解説では流体

力学的な基本機構に注目し,流 れの場から縦波
(音波)が励起されるメカニズムに焦点をあてて考

察してみたいル`)

2.流 れ の 場
流体の各点x=(χ

`),各
時刻 rで速度成分がυ

`(r,

0と 表わされるとする。流体の中の一点とその近

傍に注目するとき,その微小なかたまりの空間的

および時間的な局所運動は (並進運動)十 (剛体回

転)+(純粋変形)の各成分に分解できる。第二項

の剛体回転の角速度は渦度 ω=rOtフ の 1′2に等し

い。また第二成分の速度はあ るスカラー関数の

gradと して表すことができる。もっと一般的な性

ヽ_

ロ
:ヽ ´ 1.
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質をいえば,よ く知られているように,ベ クトル

場 υは,ソ レノイダルな場υs(diV υs=0)と 渦なし

の場 υP(Ю t υP=0)と に分解 できる:υ =υs+υ P
(rOt υ8キ0,diV υPキ 0)。 別の言い方をすると,成
分υsは一般に渦度ω=rOt υsを有する非圧縮性の

場を表わすのに対し, 成分 υPの方は圧縮性のポ
テンシャル場を表わしている。

渦度ωを電磁気学での電流ベクトルノに対応さ

せると,ω =rOt υの関係から,υ は磁場 ″ に対
応している。そこでベクトルポテンシャル/を導
入すると, ビォ・サパールの関係によって,速度
υが

υ(χ,r)=rOt/, ∠=二 1争豊型

'd8ノ

 (1)
4π Jlχ―ッI

と表わせて,こ れは diV υ=0の性質を有する。い
ま問題を簡単にするために,ω の分布は空間のあ
る限られた領域 Dに のみあるものと仮定する。以
下においてしばしば,Dか ら十分離れた点での場
を知ることが必要となる.いまχ=|ェ|がッ=レ |

に比べて十分に大きいとして,

百1万 =+-4++:ノィ乃扇島可+十
(2)

と展開する。 (こ こで和記号の省略規則に従い ,

同じ添字 ′が三度あらわれるときは,′ =1,2,3に
ついて和をとるものとする。)領 域 Dの外では速

「

ヽ度は渦なしなので, υ=gradυ嬌り資こ表わすと,
速度ポテンシャル 0は    'F「 り、

0(I)=∴鳥
乱 +-0`′厨 :再 ++0け `)(3)

と表わすことができる。ここで

P`==l(ツ×ω)`dり ,°り=毒
lス
(ツ×ω)′ dり ,

(4)

と定義される。展開の初項として 1′χに比例する

項もあるはずであるが,い まの場合その係数
lω
`dり
の値は0と なる。この展開形より,渦領域

Dから十 分離れた点では,速度 a=∂ 0′∂為 は
0(x-3)と なることがわかる。

以下の目的は,こ のような非√疇宿」生2速度1場か

ら圧縮性の場が励起される現象を明らかにするこ

とである。このとき重要な役割を演じるのは,場
の非線形効果と音速の有限性とである。

第 41巻   第 6号   (1986)

3. 渦運動とまわりの波動領域   ・

粘性なしの流体の運動を考えよう。その方程式

は

″十£働=0 (質量堡r)(5)
多
ρυ
`十亀
ρυ.υ′=一

晨郭
運動量保存)(6)

d′ =C2dρ       (断 熱関係式)(7)
で与えられる。 ここでρは密度,′ は圧力,C=
/ヽ●
1扇砺 は音速を表わす。非粘性流体の運動で

はエントロピーSは保存され, 状態方程式として

式 (7)を使うことにする。式 (5)に ∂/∂′,(6)に ∂′∂χ
`

を作用させ, ∂2ρυ
`′

∂′∂χ
`を
消去し, さらに (7)を

使ってρを消去すると,

多雅′―′υ=7ポ疑′(ρὺ均) (8)
を得る。この式でもし右辺が 0な ら,音波の単純
な伝播を表わす式であるが, 右辺のρυ

`υ
′を含む

項があるため,伝播のみならず音の発生をも表わ
している。すなわち,

来することを示

音源がρυ
`υ
′という兆線形

している。このような項か

ら生ずる音を Lighthinl)は aerodynamic sound

(空力音)と 呼び,流れから発生する音の場が,十
分遠方では強さρυ

`均
の四重極音源の放射と同等

であることを指摘した。ここでは少し別の角度か

ら過運動による音の発生の問題を考察してみたい。

前節で仮定したように,空間的に局在した渦度
場があり,それによって流れの場が誘起されてい

るとする。このとき遠くの速度は0(χ
-3)で
減衰す

る。 この渦度場の空間スケールベム,速度の大き

さが
“
で代表されるとしよう。流れの場が時間的

に変動することで,どのような縦波が励起される
であろうか.ま た渦運動の近くに物体がある場合

とない場合とでどのような違いがあるであろうか。

静止状態では流体は一様な密度 ρO,圧力′0,音

速 Cを もつものとする。また速さ″は音速
`に
比

べて十分小さいと仮定する:

y=二 ≪1.
C

方程式(8)の左辺第二項 0(″″2)と右辺 0(ρO“2″ 2)

とがバランスすると考えると,圧力変動は∠P～凸
“

2

=ρOc2ν
2の大きさで,式 (7)ょ り,密度変動は′ρ

/

ノ

/
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～ρOM2,従って′ρ′ρO～ M8《 1で,密度変動は十

分小さいことがわかる。そこで式(8)の右辺でρ=
ρO(定数)と おき,Cも定数として扱う。・

他方,時間変動のスケールはτ=″
“
の程度であ

るとすると, この変動場のつくる音の波長は
'=

Cτ =′′Mの程度となろう。従ってλは渦度場のス
ケール′よりもずっと大きい。いま式 (8)の左辺

三項の比をとると

0(ナ′“)/0(7フ)=′
2′
c2τ
2=′ 2′λ2=M2《 1,

従って第一項の寄与は非常に小さいことになり,

それを省略すると,式 (8)は

-7フ =ρo栽 υ
`均
 (9)

と書ける。これは C=∞ としたことと同じである。

実はこの式は非圧縮場の方程式を表している。と

いうのは, ρ=凸 とすると,式 (5)は div υ=0と

なり,さ らに式 (6)の diVを とれば,やはり(9)が

得られるからである。

次にもっと大きなスケール,すなわちスの数倍

のスケールでの現象を考えてみよう。長さをスで

規格化すると,左辺三項の比は     |

ο
(芸
P“
)ノ
ο(7フ):=ttt「 =1

となり,同程度の大きさとなる。これに対し,右

辺の方はχ→∞ でυ
`=0(χ

-3)と
なることから,相

対的に 0(M3)の 項を省略する近似で,式 (8)は

義「|ツー‐72′=o      (lo)

となる。十分遠方では,.ュコ饉些塑堕塾聾|｀あるこ
とを示唆している。当然のことながら,大 きなス

ケールでは,音速の有限性を考慮しなければなら
ない。

式 (8)に戻 り,速度場 υ(■)が非圧縮であるとし
て音源項の意味を考えてみよう。フをフーリエ表

示すると,7・υ=0は,波数 9の成分 D(0に対し
g・ 3し)=0を意味する.一方音源項ρO∂2(υ

`η
)′∂為均

の波数ルの成分は

ヽヽ
、
一

″′

第 2図 二つのスケール′0ス と流れ場の構造。

べている。非圧縮場といえどもこれらの因子はゼ

ロとならない。

我々の問題では時間変動は一つのスケール ′′
“

を仮定しているが,長 さについては二つの異なる

スケール′とスが存在する。 ′でスケールされる
局所的な渦運動の場を内部領域, λでスケールさ

れる波動の場を外部領域と呼ぶことにする (第 2

図)。 それぞれの領域での解を求め, 両者を接続
して,渦運動による音の放射の解を導いてみよう。

4.流れ場の圧力と波動場の圧力
(a)内部領域  1ヽltttsゝ
内部領域を支配するのは次のオイラー方程式で

ある:      
・
           ^け でV

dヽ� υ=0,ユυ十(フ 07)υ=―上grad′。(11)い
。ぬ♪

dr        凸

ここで,二 =(レ′),と書き,ベ クトル恒等式を使

うと
a。 2

L=(υ。のυ=ω×υ+gradラ   (12)
と書ける。そこでオイラーの式 (11)の rOtを とる

と
A '

ヵω+rOt(o×υ)=0。   (13)
これは a,の運動を支配する方程式である。

他方, 圧力′は方程式 (9)か ら決定されるが ,

みυ=0を使うと,-7フ=ρ07・こと書くことがで
きる。この式を′に関するボアソン方程式とみて,

グリーン関数αX,"を導入すると (72G=―δ(κ

―y)),P=lGρ07・二ψ の形に書ける。そこで一度

部分積分すると

′
~｀

4′ 中間領城 ` ^′｀
′             ξ==Otl'
′  ′′ニミ  ヽ ヽ

| ルメ1ヽ 1
 ヽ  、ヽ卜、)iう|メ
珂助  ノ

波動領域

λ

金二6(1)

ヽ

―

^
(ル
.o(■))● .o(■ _.))d8響

と書ける。 スペクトル 0(0,3(■―■)からル方向
の成分をとり,それらの積を積分する。それが圧

カスペクトル′0)を強制的に励起することを述

∫

′I(為 r)=―ρ0∫Lし ,r)・ 7γC(■,"dり  (14)

〆

ヽ
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を得る。ただし,/′==′―′0!1内部領域の圧力変

動分を表わしている,またFγ はッに関する′演

算子である。 ;    /  .´ ‐…・ 、  、`

|(b)タト部領域 ([||ガ 〔"11■
Ll嘔二:ヽ っ |

1内部渦運動の圧力の式
｀
(14)を得たので,次は外

部の音波の圧力の式を求めよ う。こ
‐
の領域ヤ事波動

方程式 (10)で記述される。放射場の一般表現は多

重極展開の形で表わせる。すなわち,α(r)を任意

の関数とし,χ =lχlと するとき, χ
~lα
(r一χ′C)が

解であるばかりでなく,座標χ
`に
関する任意回の

導関数も解となる (′―χ′Cは遅延時間である)。

いま内部領域の無次元変数を

χ′=X′′, ′′=rた

と書くことにする。
‐
外部では長きスケールが λ=

′′Mであることを考慮して,外部無次元変数は

'=χ
′λ=Mχ′で定義する。 このとき, 遅延時間

(r― x′C)の無次元形は′
′一Mノ =′′―夕となる。1こ

のようにして,外部領域の音波の圧力は,形式的
にν展開の形で

日本 物 理 学
.会
誌  第 41巻  第 6号  (1986)
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ｉ
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中心 ′

′。(絆
′)=M璽 生 豊 +M2∴ 生【

宇 書 |

十膠
藤%可
色 【
書
型 +…  (15)

と表わせる (名=χ″ )。 ここで, И。(r′),4(′′),

4′ (′
′
),・・。は変数 ′

′の未定の関数で, 圧力の次元

をもつ量である.内部圧力の式から「 これらの関

数を決定できるなら,渦運動による音の発生が表
現できたことになる。

(C)解の接続

内部領域の圧力′1と 外部領域の圧力′。の接続

は次のような考えにもとづいて行われる。現実の

現象では内部の渦運動から外部の波動状態へは連

続的に移行する.圧力の式にもそのような連続性
を付与できるためには,まず一方の表現から他方
の表現へ移行する中間領域が存在することが必要

である。さらに,その遷移領域において,以下の

意味において両表現が漸近的に,致するという条
件を課すことにする(meth“ of matched asymp_

tOtic expansiOns).6)遷 移領域は内部変数ェ′でみ

ると,X′ が十分大きな値をとる領域であろうし,

外部変数分でみると原点に十分近いところである

う。そこで新しい変数 |=M■′しは 0<α <1の

ヽ

ヽ
ヽ __“ ″′

-tr381 -*toEEifiIt.{, i

定数)を定義すると,ノ =ν
~■
,メ=M「Tであり,

M→0の極限において,、ξ=θ(1)の領域では x′
→

∞0'→0と なり,これを中間領域と考えることが

できよう(第 2図 )。
・
そこで解の接続条件を

。 _り
鴫′I(ξ
)=」
瑞′
。(|):(e=nxd)・ (16)

と与える。こ
1の
ような方法で,′0(r),4(′),4′ (r),“ :

を決定する'ご とだする。
:こ の方法が渦音問題で最

初に使われたのは1互いに回転する一対の渦糸に

よる音の放射問題であった(第 3図).0) ~ ・
:`1   1.、

`、
1ぇ ヽ t t・           1:、 | ´

5.'自 由空間での渦音放射 ‐、  リ

物体のない無限流体中での渦音の表現を求めよ

う。自由空間でのグリーン関数Gは よく知られて

いるように
1        .、          ‐1         1 ` .  I

l ―G(・'y)=ボ覇
である: これを内部解 (14)に代入するときrノL
O(′)であることに注意しよう:い ま外部解との接
続を考慮すると,χ》ノでの表式が必要となる。そ

こで式 (2)の展開をし,7プ を作用させると,

′γC(■,y)=―
麻
′
十
+7γ ×J+0(χ

-4)(17)

の形に書くことができる。ただし

σ的)=為 (・ Oy)(工×ツ)
である。・ ).というのは′γ×″=(3■ (■ッ)_χ2y)′

4πx3の関係があるからである。式(17)を (14)に代

入すると,初項からの寄与は消える。第二項に関
しては一度部分積分すると, 被積分関数は一ρ0

(7× L)0ク の形になるが,式 (12)を使うと,7×二=
′×(ω×0と書けて, さらに式 (13)か らこれは
一∂ωノ∂′に等しい。このようにして, 若干整理し

て書くと,           11    1

″′

″´

′

ノ

/
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′:(為′)=ρ00"(r)r・等一二十0(χ~`)(18)~             
σχ
`σ

χJ X

ω
`′

=dQノdr)を得る。ここで 0`′ は式 (4)で定義
された量であり,0“ =0と なることを使った。渦

度ωの分布が知られたとすると,0“ (の が定まり,

さらにχ→∞での′
=(■
,r)も定まる。この′Iの漸

近形 (18)は四重極ポテンシャルの形をしている。

最後の式を中間変数ξ
`で
表わすために,χ

`=(′
′

M'a)ξ
`の
関係を代入すると,次の表式を得る:

′I(ξ r)=ρO警 ὼ
′栽 :+0(M“)(19)

次に外部の音波の圧力の漸近形を受→0と して

求めよう。受《1の ときは И(′―■)=И (r)一 ノ′+
1ノ2212+¨。と展開できる。さらに

'`=Ml~■`に

｀

よって中間変数で表わすと,式 (15)は

′。(静′)=ναИ。÷+M2α/`諸昔
十M彎明̀

′乱 :+
と書ける。これを式 (19)と 比べると,ИO=0,И

`

=o,4′ =(ρO″ 3)o"(r)と すべきことが導かれる。

このようにして,式 (15)ょ り外部解は

,^=曇十二生二重L_2望【三二」.■   r20ヽ
「
υ
   J3  ∂,`∂

'′

   受         
~`~′

と表わせることがわからた。内部領域で渦度ωの

運動があると,ω の二次モーメントQ′ が変動し,

それが音波となって外界に伝わるものと解釈する

ことができる。この波はいま得られた解の形から,

四重極放射である。(面白いことに,中間領域での

速度場は非圧縮であると同時に渦なしで,場の性

質も中間的である。)

実際の音波の観測は十分遠方は→∞)で行われ

ることが多い。このときの音圧の式は簡単になっ

て,

′。
∞:==り
“(′
―-1:)警」 (■→∞)(21)

となる。7)こ こで右辺は次元のある量で表わした。

右辺の係数は時間に関し3階微分となり,遅延時
間′―〃Cでの値をとる。■→∞ での式は音の遠方

場といわれる。

最終的に得られた式 (21)のスケーリング則をみ

るために, 長さを′,速度を
“
で規格化する。こ

のとき′及びQ′が′ル及び〃′̀で規格化されるこ

ol

丁ト

とを使うと,

.′。"∝ 2:事二=ρO“2ル2二~      C` 
χ          X

X3

2R θ

第 4図 二つの渦輸と衝突軌跡 (破線)。

t l
l

`

ソ
Z

一
ヽ（ヽ

「

′

卜 _1

という法則を得る。音の強さ′は′
2/ρ
Ocで与えら

れるから,有名な 8乗則 f∝
“

8が
得ら・れる。1)・

渦輪の正面衝突
ti‐ ′  h

渦運動による四重極放射の典型例として,、 二つ

の渦輪の正面衝突による音の放射をみてみよう。

これは実験的に検出が試みられた最初 の例であ

る。3)第 4図のように,同 じ半径 R,同 じ強さ
「の二つの渦輪が χ8軸を対称軸とし,X3=0に関し

鏡面対称に配置されて,お互いに近づき衝突をす
るものとする。対称面からの距離をZとすると,

渦輪は接近するにつれに→0),半径 Rは増大する。

このとき
,1    1.    

・
´

20‖=20"=-038=~=00,0″ =0(′可 )●

とな る。 Q′ は一つのスカラー関数 0(r)=

-2ΓR2(r)Z(r)(「>0)だけによって表わされる。

これらを(21)に代入すると

′。∞=:(ρ O′4ε2)iび (′ _χノC)÷
(cOs2 
θ___:卜
)

を得る (COS θ=X8ル )。 αr)が波形を与え,(cOs2 θ

-1′3)が四重極性の方向分布を与える。第 5図は

実験で観測された音圧波形の透視図を示している。

図の中心が衝突中心に対応し,動径座標は時間で,

外にいくほど時間は早い (同心円が同時刻)。 高さ

は音の圧力を表わす。このときの初期の渦輪速度

υは 34m′s,半径 Rは 4.7mmであった。

6.渦 0物体の相互作用による音波     |
物体の近くで渦運動があるときには,音の放射

: :

ノ
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場は四重極性から二重極性に変化する。物体表

面上で満足されるべき条件 (法線速度=0)のた

めに,物体がたとえ静止していても表面上に圧

力変動が発生し,それが縦波となって外界に放

射される。表面圧力が変動するということは,

物体に働く力Fが変動することを意味するが ,

逆にいうと流体の運動量が変動することにもな

る。

式 (3)の展開の初項の係数 ■は渦運動のイン

パルス (あ るいは仮想運動量)と 呼ばれ,物体の

存在しない無限流体の場合には保存される。も

し流体に非保存カノ(為 r)が作用するとすると,

式 (13)の右辺に 7×ノを加える必要があり, こ

のとき式 (13)を使って d島′dr=lスd3.を示すこ

とができる。

物体が存在する場合,式 (3)の係数 二は一般に

′の関数となり,ポテンシャルφの二重極成分が

変動し,それが音波の二重極放射になると説明で

きる。前節の自由空間の場合には,■が保存され

るので,四重極放射が主となるわけである。

物体が存在する場合にも前節の方法が適用でき

る。手続きの詳細は省略し,結果だけを示すと,

音の遠方場の式は

だ =―
轟
4(′ ―
÷)争
+… (22)

で与えられる.0)右辺は次元量で表わされている。

■(r)は流体から物体に作用する正味の力である。

この公式によって,音の放射場の測定から,■ (r)
を知ることが可能となる。式 (22)の場合も四重極

成分を含んではいるが,一般に低次の多重極の方
が放射効率がよい。

10)特に物体は二重極成分の波

を効率的に励起する。

この問題は別の方法で解くこともできる。■
~")

いま閉曲線 Cの形をしたループ状の渦が物体の近

くで運動しているとする。解析の結果,二重極音
の係数民(′)は 一ρ。

「
ノ
`(の
でぉき代えることが で

きる。 ここで 4(r)は次のような量である。仮に

χ
`軸
方向に単位速度をもつ物体のまわりのポテ

ンシャル流 (速度ポテンシャルを0`と する,これ
は定常)を考えたとする。 この仮想流は物体表面
に接して流れるが,十分離れると一様流となって
χ
`方
向に速度 1を もつ。このとき 4(r)はループ

日本 物 理 学 会 誌  第 41巻  第 6号  (1986)

270・
' 
▼

p(0,t)

0° ‐ 180°

1

90°

第 5図 観測波形の透視図.動径座標の時間 ′に対 し,測定
音圧′(θ,r)を プロットした。外ほど ′は小。

の形をした渦線 Cを貫く仮想流 0`の体積流量を

表わす。渦が運動すれば, 仮想流束 4(′)が変化

し(φ
`の
速度が一様でないために),それが音の放

射に導く。
12)電磁気学の Faradayの 法則によく

似た表現であるが,音波の場合は M→0での漸近
理論である。

この場合のスケーリング則は

′。"∝
21:生上 :=ρ

O“
2Ml_

であり, 音の強さは f∝
“

6の 法則に従う。低速

(〃た《1)では,“8則の四重極音より強い放射が期

待される。

渦輪と円柱の相互作用
12)

円柱の近傍を通過する渦輪 (第 6図右)によって

発生する音波は二重極放射の性質を有するが,第
6図の左図からもわかるように極軸が回転する。

これは渦輪対円柱の相対位置に依存して,円柱に

働く力のベクトルの方向が回転することによる。

左図の動径座標は圧力で (白丸は正,黒丸は負),
外周円は 0.08 Paの圧力を示す (linear“ ale)。 渦

輸の速度 びは 27m/s,半径 Rは 4。 7mm,円柱の
直径は9mmである。第 7図は第 5図と同様の透
視図で,二重極軸の回転に対応して,らせん的な
波形が見られる。

カルマン渦と音の放射

円柱を一様な流れの中に置くと,第 8図のよう
に交互に反対向きの渦の列 (カルマンの渦列)が発
生する。渦が一つ作られる度に,円柱には反対向
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t=1695μ S
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,
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第 6図 渦輸と円柱の相互作用 (右 )と その位置に対応する遠方(χノR
=132)で の音圧の極表示 (左 )。 θは円柱の垂直断面での角
度,渦輸の′→―∞ での位置がθ=0。 時間原点は任意固定

`

270°

第 8図  カルマン渦の発生と二重極音の放射 .
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第 9図 半無限平板のエッジと渦輪の相互作
用.渦輪は衝撃波をノズルから放出
することによって形成される。

p(0,t)

0

0

ム
90・

第7図 観測波形. υ=27m/s,R=4.7mm.

きの循環が生ずる。このことは円柱に作用する揚

力が上下に振動することを意味し,上下方向に極
軸をもつ二重極音が放射される。風の中の電線が

出す音の基本的特徴はこの現象によって説明する
ことができる。このような機構で出る音はエオル
ス音といわれる。エォルスとはラテン語で「風の

神」のことである:r:

7.渦・ エッジの相互作用
半無限の板のエッジの近傍を通過する

渦輪 (第 9図)の放射音について要点を記

そう。・ )放射の型は多重極のいずれでも
なく,方向分布はカーディオイド形とな

180°    る(第11図 )。 またスケーリング則は

′。∞∝ヂ÷=^“2Ml′2+
の形となり,強さについては r∝

“

3と な

って,エ ッジがあるとさらに放射音が強
くなる傾向を示す (第 12図で■�te edge

plateと Sem� nnnite plateと の相異は板

の大きさに起因し,有限板の場合は反対
側のエッジ効果との相殺が起きる)。 ,こ の問題では,

波形をきめる関数因子に分数階の導関数が現れる。

第10図は半径 4.7mmの渦輪が,速度 び=30mノS
でエッジから二=9.6mmの距離のところを通過
したとき測定された放射音の圧力の透視図である。

ある時刻 (′=1845 μs)での圧力分布は第11図のよ

ト
vortex
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第10図  観測波形。音圧は板の両側で反対の符号 となる。
lЮ
°

120°

150°

180°
0°

α〕・ r; I ..: -- .J

∞

渦輪の速

示。_図 中

示す。

4o '  .[κ). 100   70

F(げS)  .  ・
υと音圧の最大振幅 ′Pの対数表
,観測点の直線近似によるベキを

12図 度

:こ”
●

plate
-1 が外界に音速で伝わる。もし渦度分布が空間的

_ .           1       .   |:｀    | .

に局在し,運動方程式に従って発展していると

― :20° -60°

第11図  前図のある瞬間でのPの カーディオイ ド形の方向
分布。          .、

うになる。

最後に,第 12図はこれまで我々のグループで観しヽ'1
測された渦音の圧力振幅 Z′ を渦輪速度 びに対し

て対数プロットしたものである。以上, 5,6,7節

に示した観測は,理論的にすべて説明できること
をつけ加えておきたい。その要点は3～ 6節に述べ

た考え方に基づいており, 詳細は文献 14(ま たは

文献8,12,13)を参照されたい。

8。 お わ りに

渦の非定常運動によって音波が励起される機構

について非粘性の流体力学に基づく考察を行って

みた。渦度によって誘起される速度場は基本的に

は非圧縮であるが,運動方程式の非線形項のため
に,圧縮性のポテンシャル場が発生し,その変動

.すると,その分布の変動に応じて四重極性の音
波が放射される。_

渦運動の近傍に物体が存在すると,物体が静
上していたとしても,相互作用の結果,(二重極
性の音波が放射される。||こ のように,物体の運

動によらず,流体運動だけで生ずる音は空力音
と呼ばれ,特に渦が関与していることを強調する

ときは渦音といわれる。

本稿では渦音の機構について基本的な解説を試

みた。読者の皆様の御批判を仰げれば幸いである。

図の作製に関して,蓑田登世子 (九大工),幾島康
夫 (現アルプス電気)の両氏の御協力をいただいた

ことをここに感謝する次第である。
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Vortlci ty and viscosi ty

Yoshikazu Giga

Department of Mathematics

Hokkaldo Universi ty

Sapporo 060, .TAPAN

This is a resume of my jolnt work wlth T. Miyakawa and tl

Osada t361.

We conslder the Navler-Stokes system

(1) 3u
at vAu+(u.V)u+Vp 0, V'u = Q

on the whole plane R2, where u and p represents unknown

veloci ty and pressure, respeetively and v > 0 is the kinematic

viscosl ty. Slnce the space dimension is two, the vortici ty v =

V x u = au?/?xl - aul /ox, is scalar. Moreover, v solves

(2a) 詢
一讀

vAv + (u.V)v 0

(2b) u(x, t) vlg(x-y)v(x, t)dxワ
“Ｒ

ｒ

ｌ

ｌ

Ｊ

ｒ

ｉ

ｌ

Ｊ

1



where vr = (-o/oxr, 3/ox.' and E(x) = (2n)-ltog lxl. These

equations are formal ly obtained by taking Vx of (1) and using

the condi tion V.u = Q. As is nel I known the vortlci ty equation

(2a) (2b) is formal ly equivalent to the Navier-Stokes system

provlded that u is assumed to decay to zero at spaee lnfinity.
We conslder the ini tial value preblen for (l ) or (2a) (2b)

assuming only that inl tlal vortici ty v(x,0) is a fini te Radon

measure. A typical example is N-point sources of votex, i.€.,

(3) v(x,0) ,三

N
α oδ (x― z。 )
J         J

8..1
J~■

Here z, is a polnt on which j-th polnt souree is located and (t:-j^J

is a real number describing the strength of the sout'ee; 6 is a

Dirac measure supported at zero. One naive question is whether

such point sources of vortex are smoothed out beeause of

viscosi ty. In other words do solutions for (l ) or (2a), (2b)

exlst globally-in-time and smooth for t > 0 even if v(x,0) is a

fini te measure? When lni tial vortici ty consists only one point

source carried at zero (1.e. N = 1, za = 0), w€ know an exact

solutlon of (2a),(2b)

V(x,t) exp (」工
α
l

4πνt 4ν t
〕

which is a constant multiple of the fundamental solution of the

heat equation. For a general initial data we claim that a snooth
solution exists globally in time. As antlcipated, the viscosity
smoothes singular vortici ties.

2



Theorem (t361). -Lu-ppos-e that v(x,0) ls a l1-n-Lte eqd-qn

measure .an R2. Then there is a elobal s-a-Ul-i-a.o v(x; t), u(x, t)

l-s (2a) , (2b) or (1) such that v and u are smoo th f or t > 0

en_d v(x, t) -c-o_D--vl_ryes to v(x,0) Unde: the weak l_q_p_o_l_A,g-y of

.m_q€rsu.fe_s_ aq t lendS_ _t.p- Agf_o_.

In t3l Benfatto, Esposi to and Pulvirenti prove slmi lar

resul ts under more stringent assumptlons. They assume v(x,0) is

expressed by (g) and lo,l is small compared wtth v. our results
J

need no assumptlons on partlcular forms or smal lness of ini tial

vortici ty.

The main mathematlcal difflcul ty is that the ini tial energy

onD

IIrlr(x, o) | 
2
dx

is,not necessari ly finl te even i f D is a bounded domain. I f

the ini tial energy is fini te, I t is classical that there is a

global classlcal solutions to (1 ) (cf. [16,17,30J ).
To construet such a solution we approxlmate lni tlal

vortici ty by smooth functions and solve (Zil,(Zb) wi th

approximate inl tlal data. I t is not difficul t to construct a

global solution for smooth data. l.Ie expect that solutions wi th

approxlmate inl tial data converge to a true solutlon for the

orlglnal problem. To carry out thts process we need a priori
estimates.

Lemma([36]). ュュ2⊇Ose」Lュ上 V(x,0)_1二 塁」型【=LL皿
.
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ｉ

ｌ
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≦ m.  Let r ( x, t ; y, s ) I s a _f Un_rlctue_n-La I s_a_l_u-L:.alt

u

to (2a), resardins u is a known f U-Ue-l-t-a!. Ih-e-n,

1
c(t― s) exp

.!{-i_th c -a_n_d_ C ) 0 Lele_D_djng onlv on m.

Estimates of fundamental solutions independent of the

regulari ty of coefflclents are obtalned by Aronson t1l for I lneat'

parabol lc equatlons of divergence form (see also 121). Osada

1251 extends the estimate for non-divengence form whlch includes

(2a) as a typlcal example. The above a prlori estlmates enable

us to earry out our orlglnal idea.

For uniqueness of the solution te

the unlqueness when v(x,0) ls small.

ls absolutely continuous wi th respect

do no t know much. }le show

In particular,' if v(x,0)

to Lebesgue measurer w€ ean

asser t the un lqueness.

Our references include those of the paper t36l for the

reader's conven I ence.
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On a Certain Milxed PrOblen fOr the Equations

Of ldeal Magneto―HydrOdynanics

ttle consider the

ideal magneto-hydrodynami cs :

(1.1)

Taku Yanagisaua

u,,

ヨ
`、ヽ

´
―
｀

/}10;))」
U 〔ア41(υ)~ ′

ノンノ

》
_υ

〕

A.(Ln/ υ

5 1 Introduction and Resul ts.
つてつ
ツ

1 .

卜κ^4・―

n
′

′

ttifo110wing nixed prOblen fOr the equa ons of
A・ぃ●̀

い 0

■
●
)

7。 つノ
l

Ylつ,u]..0r(9t". (u.V))p + p div u = 0

(b) p(8t+ (u.V))u + Vp + p H x curl H = Q

(c) 8tH - curl (u x H) = 0

(p, u, H) I g=o= (po, oo, Ho) in fl,
u.n = 0, H x n = g on [O,t]xf.

〃41′

たυl(4

う

け れ
|

〕6

ρをつ

in Io,TJxg,

９
７ヽ

ヽ
　

ヽ

(1.2)

(1.3)

I{ere Q ts a,bound,ed d,omain in R3 r*ith Ct boundary f and n(x)

n2' n3)denotes the unit outWard normal at xCro Pressure

p(t,x),_velocity u(t,x)

●し
(nl'

H( t,x) = t {Hr, HZ, Hg ) are unknowns.

we assume to be constant. Ue suppose

oS) and the magnetic field

U is the permeability, which

that density p)0 is a smooth

●
・ (■
1'

knbwn f unction of p>0 i.e. O = p( p ) and 0p= Opl0p. g(t,x)=t1,31

gZ, tS) is a given function on [O,l]xf . 3t=0/at,a i=a/8x, (i=1,2,

■



3 ▽=(a Э
1 2'

vector

We

(1.4)

(1.5)

produc t ,

assume

inf{
xe9
div H
0

These assumpt i ons

I i near symmetri c

normal component

(1.6) inf I

xer

3

a。 ),(u.▽ )=Σ u:
υ

        i=1 
・

respectively. T

that the initial

pOsitive

po and HO

deno te scal ar and

constant.

satisfy

へ
ｄ and , X

p( pO ), p p

is a

data

))= C.。
1‐

p

= O     in

guarantee

hyperbolic

of HO °n「

H^・ nl≧
U

0

a.

the equations (1.1) to be a quasi-

system. We further assume that thg

saLisfy

C,

Here "l and 
"Z 

are posi tive constants.

Our aim is to show a short-time existence

theorem for the mixed problem (1.1i-(1.3):

Theorem. For an integer m B 3, assume that aetrct> and

the ini tial d.ata (pO, oO , H0)cHm(fA) satisf y the assumptions

(1.4), (1.5),(1.6) and the compatibility conditions of order m

Then there exists a posi tive constant TO depending only on

ll <oo, uo, Ho) llm,. ll"!lrr,rr, "1, "2, m, A guch that the mixed

problem (1.1), (1.2) and (1.3) has a unique solution which

belongs to Xr( TO ).

As to the defini tions of the compatibi I i ty condi tions and

the function spaces Xm(T) and. tr{T), see. (2.3), (2.1), (2.5) and

(2'.6) in 92.

We remark that this result can be extended to the non-

isentropic case without essential modifications of the proof.

つ

“



The mixed problem for the compressible Euler equations under

the solid-wail boundary condi tion u.n=0 (i.e. (1.1)-(1.3) with

H=0) is a typical characteris tic mixed problem for quasi I inear

symmetric hyperbolic systems and has been studied by many

authors.

However if one considers the effect of the magnetic f ield,
there seems no Iiterature studying weII-posedness of the mixed

problem for the equations (1.1). This paper intends, from mathe-

matical point of view, to seek some condi tions which ensure that

this mixed problem wi I I be wel I-posed. As the boundary condi tions

for H, we take Hxn=g so that the solution is unique.

The bound of HO.n (1.6) is needed to guarantee the rank of

the boundary matrix to be 6 on the boundary, }rl€

remark here that the assumptions (1.5) and (1.6) force 0c to

consist of at Ieast two components.

The proof of Theorem proceeds via iteration scheme which

involves the fol Iowing steps. At first, according to It01, we

modify the equations (1.1) to make the boundary noncharacteristic.

We next establish the uniform estimates of the

solution of the modi fied equations under the same ini tial

boundary condi tions (1.2) and (1.3). These uni form estimates are

achieved by making use of a special structure of the modified

equations and the rank of the boundary matrix being 6 on the

bo'undary. Finally by taking a Iimit of these solutions,we get the

solution of the original mixed problem (1.1)-(1.3).

う
０
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Hm-J (8) ),
m-i + | / 2 <f>)n.m*1 (0,T ;

:

ルに
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しぃ1膚
iレ:li

(2.3)

(2.4)

with nOrms

(1_2),

tives.

X (T)
m

Y (T)
m

Ｃ
Ｏ

ｍ

（Ｈ
〓

〓

Ｔ０Ｃ
Ｏ

ｍ

〔＝
〓

〓

０

ｍ

ｒ
ι

〓Ｔ

ｐ

Ｏ

ｕ

ｒ
Ｌ

Ｓ

∈

〓
ｍ

ｕ
Ｉ

Ｔ
‘

ｐ

０

ｕ

ｒ
Ｌ

Ｓ

Ｃ

〓
Ｔ

ｍ
Ｘ

ｕ

(0,T;

H

1′ つ

H・
′`(r)),

u(t)‖ _ =
Ⅲ~J

へ
ｄ

where u(t)stands for u(t,x) freezing to MoreOVer We define

)

ll sllyr<t>
m

= sup   (Σ  II
t∈ 10,T]j=0

へ
ｄ llrm-i+t/2<r>g(t)

*ll aT*1g< t I llrrz2 <ri),

(2.5) Yr(T)= {g e Ym(T); g.n=Qon[0,t1 xr].
rlVe say that the initial data (pO' H ) sat is fy

0

the compatibility conditions Of order m for the equations (1.1)

and the boundary cOnditiOns (1.3), lf

(2.6)atu(0)。 n=0,中 (0)Xn=キ (0)On r,
lor k=o,1,・ ‐‐, ■-1_

,        1,

Here the termS 31: u(。 ), al: H(0)are CalCulated, frOm (1・ 1)and

uO,

anri are then expresseci by initial data and their deriva-

For instance,

（
０ u(0) (■

0°
▽)uO~ 0(pO)~ (7p μHO X Curl0

1

Hへ ),
リ

■

2 ●
こ U

c■rl (uoX H。

Ru.feren ce- -

・   o                こ

t101 S.SChOCheし ,  Th‐ e compressible Euler equatiOns i:l a bOunded

domain: Existence of solutions and incompressible linit, CO mml。

Math. PhyS. 104 (1986),49-73.
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Scattering Problem

for the Nonlinear Schriidinger Equations

Yoshio TSUTSUMI

FaCulty of lntegrated Arts and Sciences, Hiroshina University

Higashisenda― machi, Naka― ku, Hiroshima 730, Japan

We consider the asymptotic behav10r as t → 士∞ Of S01utiOnS and

the scattering theory for the fo1lowing nonlinear schrbdinger

equation with power interaction:

(1)i器 =― △uキ lulp・ u,tcR,x c Rn,
(2)  u(0,x)= u。 (x),   x C Rn.

Let U(t)be the evolution operator associated with the free

Schr6dinger equationo  For l l≦  q く ∞, Lq and l1011q denote the standard

q― integrable function space on Rn and its norm, iespectively.  Let Σ

denote the Hilbert space

Σ'=・ ( v ∈ L2 ; ▽v C L2 and xv C L2 )

With the nOrm llVII皇 =|IV‖ :+‖
▽V‖ :+|IXV‖ :・ We put

′
〔

く

t

,n=1,2,
α (n)

(n+2)/(n-2),   n ≧ 3,
ア
~写

「

~~~~~~~~~~~~~

n + 2 ■ ,/ n" ■ 12n + 4
2n

綱ら` t″1るイみヽヽ
1 + く γ(n)く  1 + 「亜≡壼憂l
resul ts are the fo I I owi ng.

γ(n)=

We note that

Our maln

2

n

４

一
ｎ
く

Theorem l.

€ X there exi s t

(1) Assune that l
り

unique u士  ∈ L‐  such

1, く lp く α (n)。   '「hen, for any ll。
n

+

1

that

劾00カ((S(■ S4/7



(3) llu* - U(-t)u(t)llZ + 0 (t + t-),

where u(t) is a solution of (1) with u(0) = uO.

(ii) Assume that 13p(l.t. Then, foranynon-zero r0

exist any ,r € LZ satisfying (3).

CΣ

there do not

工h■
=≧
二塁m_2ュ  Assume that γ )く  p く α(n)。

(i) For any
′＼

り € E, there exists a unique u0

(5)    |lu_ ― U(― t)u(t)‖
Σ 
→ 0   (t → ―∞),

where u(t) is a solution of (1)with u(0)= u
0°

Theorem 3.

exist unique ur

-
satisfies

(6)    |lu
士

― U(― t)u(t)‖ → 0   (t → ±0)。

Assume that γ(n)く  p く α(n)。   For any uO C ΣI, there

C Σ SuCh that the SOlutiOn u(t)Of (1)With u(0)= uA
′                                           V

t,ダ/Ψ
#・ C9ィ 1流ムか )

C Σ such that

i,fr,2&tt z tSCく埼(4) llu* - U(-t)u(t)llE -f 0 (t * +-),
t F,(-

where u(t) is a solution of (1) \ith u(0) = uO.

(ii) For any u € E, there exists a unique u

マ♯ιタラιフL

C Σ such th a

滅′に有J晟
′メっっっ

0

/3納旨
M):υ 憮卜~

旦ema二基ユニ  (1) If l く pく , for any ,O € E there exists a

unique solution in C(R;Σ )of (1)― (2) (see Ginibre and Velo [4,

Theorem 3.1]and [5,

(11) Theorem l

(111) Theorem 2

operators Wrt ut . ,O

Theorem 3 implies tha

one to one. Therefor

Proposition 3。 5])。  ァン|十場 」餅

shows that 1+ニ
n
is the critical

implies that if γ(n)く  p く the

are well defined as a mappin from E

t Range (W+)= Range (W_)= and that

e, we can eonstruct the se ttering ope

つ と
er. ‐

プ
フ

wave

to X.

U. are
=

rator S =

つ

n*'n-: u- { u+, when y(n) < p < cr(n).
{ t tla.= r.S ". } br, ,,,11 

-l

P.lt9

=o(1 iu',)

<-r - lrt''t' -1 \-7つ

α (n)

- 2 -



Corol lary 4. Assume

trlr are well defined in E

Therefore, the scat teri ng

homeomorphism from X to E

that γ(n)く  p く α(n)◆   The

and are homeomorphisms from

operator S is well defined

wave operators

E onto :.
in E and is a

There are many papers eoncerning the asymptotic behavior as | +

t@ of solutions for (1)-(2) (see, €.8., [1], [3-11], t15-181 and

l2o-22)>. Recently the scattering theory for the nonlinsq"-

Schr6dinger equations has been remarkably developed by a series of

papers of Ginibre and Velo t4-8I. In t5l they proved Theorems 2 and

3 for l + ( p < a(n). Furthermore, in 17) they proved Theorems 2

and3forl+
′                                                                               1

言
, く p く α(n)and n ≧ 3 with Σ replaced by H・

Lo  However,

in ll7, 181 Strauss conjectured that construction of the wave

operators and their asymptotic completeness could be brought down
Afrom I +: to y(n). Theorens 2 and 3 answer Strauss'conjecture. In
n

addi tion, Theorem I gives us interesting information about the

asymptotic behavior as t -f t@ of solutions of (1)-(2) f or p < 7(n).
But tno important problems sti I I remain open: (1) Can we construct

４

一
ｎ

the

how

scattering theory for I + γ(n)?  (2) When l く p =` 1 +
２

一
ｎ

≦ｐ′ヽ

２

一
ｎ

does the solution of (1)― (2)behave as t 」〉士∞ ?
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調和写像とEelis―Sampsonの 放物型方程式について

内藤久資      名古屋大学理学部

以下では,(M.g),(N,h)は compact Rlemann多様体とする.

f:M――――→ N:smooth mapに 対して,energy density e(f),および
Total energy E(f)を 次のように定義する.

，ヽ″４
′

１

一２
〓Л

ｕ

ｌ

一
だ
〓ｅ

ル      `

ここで df e T｀ C潰
~lTN

_″  ra、  ,F晨 ′′β
λッげ
ノ・
1,371「 15層三「テ

E(f)=

ここで dμ はRiemann計 量から定まる標準的なvolume element
M

f:M―一 → N:smooth mapが 藁 喧 螢坐 型 ュニ聖 ュであるとは,fが
汎関数 Eの停留点であること。

この定義により,次の命題をえる。

Pro■2S ition

f:M一 ――→ Nがharmonic mapであることと fが次の微分方程式を満たす事
は同値 .

▲ f=0

ワ ワ

"嗜

´

九
e(1)dμ

M

A f = Trace Edf = (ムMFく +′
ガリ7郷げノj七;fjち:I)

-1-
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また,1964年に,Jo Eellsと Jo Ho Sampsonは ,harmonic map の存在に関する,基

本的な次の結果を得た .

Th.o o reΠl(Jo Eells and J.Ho Sampson (ES))

卜f

(M,g),(N,h)を compact Rlemann多様体 , 1・ K≦ 0(Nの断面曲率)とすると,
C"(M,N)の各 homotopy類には,少なくとも一つの harmonic mapが 存在する。

なお一意性については,P,Har tman(H)に より,あ る種の一意性がえられている .

この定理の証明の中で,Eells… Sampsonは ,次の半線形放物型方程式の初期値問題

をあつかった .

♪ヂ - AP cn l4x lc-ttt)、
ｄ
ム
ι

(*)

である .

Definitlon

J「V=△

n

し 激 解 χ ∂

v, ,r lt t-lfU 0) sec t ion

Nv - Trace R(df,v)df を

手

ここでは,(*)を Eells―Sampsonの 放物型方程式と呼ぶ .

一方 ,エネルギー積分 E(1)の 第二変分公式は,1975年に R.To Smithに よって得ら

れている .

Theorem (R. I. Smi th (Sd )

E(f) O harmonic map t TA Hessian l*,

Hr(v,w) =lgf, - Trace NR(df, v)df.,u)) tlln

f

f 0) Jacob i opera tor E *,3i
t A index , nullity Elt,

IndeX(f)={Jfの negatiVe definite SubSpaceの 最 大 次 元 }

-2-



固圏

Null(f) = Dim(ker(Jf〕 )

harmonic map fが 安定とは

Index(f) = Null(f) = 0 ,

であること.

ここで,次の問題を考えよう。

f:M一―→ N を安定な harmonic map とするとき,(*)は fに十分"近い"初
期値から ω=+∞ までの解をもち,fに収束するだろうか ?

この問題に関して,次の定理をえた .

Theo rem

f:M一→ N を安定な harmonic mapと するとき,E>0が 存在 して ,
_                        ヽ                1  .

|lf― f。 |IH薇

`“

,ⅣJく ε′
||「 ―あ ll θ

ο
(M.N〕

くιM.メ ">オ
ρm M十乏リ

であれば,(*)は ω=十∞ までの解を,

B=Ch(tc.0!J; H''t 6i N)J n C Go.b) ; H?(M.NJJ

M

にもち,そ の解は fに Hm(M,N)で 収東する .

は Mの単射半径 .

証明の方針は,(*)を f~lTN― valuedの方程式に直すことによって ,
が十分小さい時に,

on PlxEo,t0)
体わ

して =ιイ′ olt I4x o

と直し,(**)の 解をBで存在することを逐次近似によって証明する。

さて, fと して特に M上の恒等写像 id Mを 考えよう.

ヽ〕:                              ^

封 =―■員十ツμ〕△「え十Fトル(

-3-



idMは lS° me tryで あ り,特 に harmonic mapで あ る。

idMで の Jacobl operator は ,

J idM = △V ~ Ric(v)                              |

Ric(・ )は Mの Ricci曲率 .

であって,Mが非負な Ricc l・ 曲率 (ただし,R ic≠ 0)を もてば'idMは安定な

harmOnic mapと なる,し たがって定理は特に,M=N'f=idMで 成 り立つ .

Remark

Lo Simon (Si〕

扱われている.

[EL]

[ES]

[H]

ISil

[Sm]

によって,同様の問題が Nが analytic Rlemann多様体のときに ,
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Cr i ter ia for Hypoe l I ipt ici ty

YoshLnorL llor Lmoto

Ivla i lr

of order

ο′  R

(1)

(2)

lct l<m α X

Results.  Let  P := p(x,I)x) be a differential operator

m≧ l with coefficients in C‐ (Rl),that is,

a (x) Dfl a (x) C c- cn|> ,p(x,D

where for multl-index c[ = (cr1,.. ,on), lctl = al*ooo*c(n, DX

α
l

α n  and D ―iOD o " "p n

X α

Xj

We say that  P  is たンροOι ιιριιO ιπ  Rn  if for any  u C D° (Rn)

and for any open set  Ω  of  Rn ,  Pu C C∞ (Ω) implios  u C C∞ (Ω )。

Let  A  and  log A  be pseudodifferential operators witll syrnbols

`, 1/りくξ>  and  log くξ>, respectively, where  <ξ > = (1+lξ l‐ )▲′“。  We
r´口、             ^´  ●

Write  pt:″

`(X,こ

)|=: ЭI:I)1lp(X,ξ )  fOr rntllti― indiCeS  α   and  β・   ヤ′e

set‖ u‖ s=‖ ASu‖ for real s and u C C3(Rn),where‖ .‖ denotes

the usual  L2  norm。

J

Tlleorel■ 1.  スss“πο
)n  tぬ

07・0 0CιStS  α

ll(log A )mu‖

Σ   II(log
O<lα +β lくm

υたθrC  PIγ
; =・
 ρ〔:;rc,1)x,。

F“ rιたοr2orο υο たαν0

tたαι ∫οr απy

°°πS ιαπt  C8,K

≦ ε‖Pu ll + Cε
,K

A)lα +β lP(:;u ll

ε > θ  αηd απy Oο 2ραCt

Sじ0た ιたαι ∫οr απy  じ

‖u ll   ,

-l0l < ellPull * C",nllull

sOt  κ

C C3イκ)

Then P is hvpoeLlLptLc Ln Rn

WFPu=WFu forany ue g,(Rn).(13)

1



Cor<rl lary 1. Let P be a dlf ferentLaL operator of seco'ncl

ord.er uLth C*-coef f LcLents, that f,s,

P tb (x)D + c(x)
J,k j J

Ve assume that

ゞ
ヤ
Ｊ

＋
ｋ
ＤＤＸｋ

ａ
や
２

ojt and Dj are real ualued,

2 o jn(c)€j€f > 0 f or aLL t't, E) € R

ll (Iog A) 'ull<ellP'ull+C ||り :|, 'u€

2n

2 cir xt(4) trK

holds ui,th a constant C then ue haue (3).
T,K

oZ 2

Corol lary 2. Let P be the same as i.n CoroLlaru l. IJ f or

o(5) ‖(log A)u‖ ≦ ε Re(Pu,u)+C |l u ll ,u€C 0
(K)trK

holds wi,th a corlstant C then ue haue (3),
T,K

Remark. The estlmate (4) easl ly follows from (5).

ltle discuss,'the necesslty of hypoeltipticlty for second order
differentlal operators given ln Corollary l. The estlmate (4) is
not always necessarY for hypoelllpticl ty, We have a counter example
glvenbyFedtYtFd],.c0=D?+exp(-l/lx||s)DZ,6>

o



example does not satlsfy (4) when 6 > l, whilc it is hypoelliptic for
any 6 > 0. However, the estlmate (4) is necessary for a class of

operators to be hypoelliptic.
The result concerning the necessl ty of (4) can be di scussed

for some class of operators of hlgher order. Let m be even

positive integer and let P0 be a differentlal operator of the form

(6) P +」 (x,D ln
X

RtxRlnm~t∩

）

where .d(x,D*) ls a dif ferentlal operator of order m wlth C--
coefficients. We assume that d(x,D*) is formally self-adioint
in Rl and bounded from below, that Is, there exists a real "0
such that (J(x, D*)u, u) = "Ollull2 f or u € a6,nlr.

Theorem 2. Let

is hypoeLLLpti.c Ln R

ne Lghborhood. o) ol i

(7)‖ (log A) m/

P0 be the above operator Assume that P0

there ecLsts a

the est Lmate

xρ
n

X
, Then f or a'ny c

s'uch that for any

C Rn

ε >

0 Ｘ

　

ハυ30

0  0‐
u‖
ι ∞

０
Cu

>
X“

ハ●
υ
ε

2
≦ ε Re(P u,u) + C |l u ll0

llere A

ε,K
C (R xω )

t

ol coltrse, <lenotes <D D
t'

たOιαs
の

(1‐卜I)i

υttぬ α

+ID
0
4)

constant
t/2.

X

Remark I

In fact, for
of K to

Since

we have

Irlhen m =

any compact

and take the
ｎ

Ｘ

Re([PO'9J]u,9Ju)

R

2  the estimate (4) fol10ws from (7)。

set K  of  RtxRIl, let  Iく '  be the prOjectio】 n
_  0partit10n Of unity  Σ 9■ (X)= l  over  K'.

is majorated by a constant tilmes of  ll u l1 2,

Q> for u € C;(RaxK'), whlch lmplies (S) and hence (4).

3



Remark 2. AImost the same resul t as Theorem 2 was obtained

lndr:pendently by tllsI. Proof of Theorem 2 is performed by the

similar method as in [Me], where nonana]ytic hypoelltpticity was

studied for operators of the same form as (6).

As an application of

elliptlcity of degenerate

(B) L0 = o?o + ,?n

Theo rems

elliptlc
we shal I

opertors

in R
2!.

consider the hypo-

of the follorving form;

3+ g(x)D
v

wlrere !- = 1,2, , . and

( x r 0 ) and g(0)

function srrch that
■ 2 we assume that for

g(x) ls
0. lt/h e n

3 
s (x> 1-oJ

satisfying

2

ｒ
）
　

≧ any J > 0

j(9)

(1〔〕)

IDx in a neiShborhood of 0 - ∩

where o is a number

0 く σ く 1/2■

6is clear that a functlon exp(-l/lxl ) δ >0, satisfies(9)It
for any o> 0.

Proposltlon l. Let LO be the aboue operator. If g(t)
sat Ls.f Les

(ll) llm lxlllog e(x)l = 0
x+0

the'n Ln is ltypoelli.ptLc Ln R3. Assuma Ln ad.d.LtLonu!

Then the conclLtLon (Il) i,s also neeessa"y f or LO to
hypoel L Lpt Lc Ln R3.

that
raspect LueLy.

be

4



Remark. For the f unctlon exp (-l.zlxtD), 6 > 0, the contli tion
(11) means 6 < 1. The proposl tlon in the case [ = I rvas f irst
proved by Kusuoka-Strook tK-Sl in a little weak form. Their proof

is based on the Malliavin calculus, whlch ls a theory of stochastic

d t f f erent i a I equat i ons.

Unf ortunate ly, when .0. >

to the proof of Proposition I

hypothesis <2> for LO , more

ll (loe A) nl[-lutl < EllLo

2 we can not apply dlrectly Theorem

, because i t i s qui te hard to check

preclsely, to show

ull * C",6llull, u € C;(K)

1

the

So we need

addltlonal

the followlng amelloration of Theorem 1 under an

as'sumption.

Thaorem 3

sat Lsf Les

(12)

Then the

estLmate

Assume that the pri"neLpaL symboL ol pr(t, f) of P

nr(x,{) I O for x' 10, where x = (x',x").

concl'uslon (3) of Theorem I stLLL holcls even Lf the
(2) is replaced by

:α +β l(13) Σ   II(log A)
0く !α +β lくm'

α=(0,α ")

P u ll
(α )

(3) ― |夕 |

く ε‖Pu ll +C llull , u € C;(K).
ε,K

5



The hypoelllptic operator C

not covered by Coro I lary 2 ( nor

To cover this exceptional example

hypoellipticlty.

０

１

g i ven by tFdl

as stated in
g ive ano the r

with 6 > I is
the preceding.

cri terlon ofWO

Theorenr 4.

(12). If for any

and. a constant C

Ass'ume that
compact set

s'uch that

prLncLpaL symboL of

of Rn there e:c Ls t
P sat Lsf Le,sιぬθ

κ

K

(14) ‖u ll +   で

0<1護 +β l≦m‖
P

α=(0,α ")

(α )

(β )
u ll
κ
O~lβ

l

≦

than ue haue (3)

ノοr

A little llistori(】 al survey.

Constant coeFFecients case 《

T'lleore‖1 5 ( H6rmander[ll l] ).

pr,x,  tο  ゎο ぬypοοιιιptιο ιπ

―)‐

Corollal・ y.

fOr large  lξ l,

1′ariable c61

Let  L be

(15) L X + X

CK( |I Pu ll + |l u ll…
1),

C C
0
(K),u

1.e

rt

々
n

P = p(D )=‐    ‐   X

ts 2000ssα ry

t′:α ι

:ヽ

Z

ancl suf I LcLent

θ 〕

)a
α

α

　

Ｘ

Ｄ

Im ζ Lf lEl -r @ on the surlaee t f € Cn i p(E)

If p(Dx) t,s hvpoelLLpLLc L'n Rn then p(E) t 0

q€Rn.
efIici,ents cas€.

a differentlal operator of the form

ｒ
で
Ｚ

〓

一

２

・
Ｊ

6

0



where X. are
J

for real-valued

(*)
「

t the tangent

ajk(x)∂

a j I (x)

TIleorem 6 ( }16rmander [H I ). L is hypoeLLLptLc Ln Rn Lf
2

the uector f LeLcls

commlttators span

X and the,Lr retpeatad

spaee aL each poLnt tz Rl

real vector f lelds, that is, X
ｎ
ヽ
４
〓ｋ

〓

Example. Jl
X. = A and XI xl

symbol of J1 ,

is hypor:lliptic
we have tX X

1' 2

van i she s

lS

be<:ause wi th

O Note that the*2

Xl
K

ξ r @ when
2

s l ric e

C C∞ (Rn)。

0'° ・
°
'

X
n

Ｘ

＋

　

　

（υ

２

ｌ

　

ｘ

Ｄ

〓

〓

２

イ)    の

XII:)う

2

Simllarly,

[Xl'X2]...]

On ξl = 0,

hypoelliptic

3   and  X
Xl

X Э

2

theorem is to derive

(Rn),

σ (イ
1 = ξ子 + x子ξう

+
0
DiXl 0 J

2k7ヽ 2Xl υ2k

[X.1'[Xl'

The key polnt of the

the following subelllptlc

k!0 if  X
X2

proof of

estlmate

Htimande r' s

f rom (*) :

1 X2
k
1

2
‖u ll ≦ C(Re(Lu,u)+‖ u‖

2
V0(16) ) Cu

ε

where for the brevity we cOnsider the simple case  XO = 0。

If  L = Jk  then  ε = 1`/(k+1) ( see Fefferman― Phong [F― P] )。   By
l^^              1^^

using (16) we can prOve thiat if u c: lliVυ (Ω )  a rl d  I“ u CI }】き
Vし
(Ω )

1^^

u C1 1~l:羊
こ|(Ω

)。   ThO repOtit1011 0f  ε― reglllarity up giVCS the

hypOellipticity,of  L.

then

It is clear that infinitely degenerate elllptic operatOrs  」
0

and  LO  W i t11  ■ == l  don nOt satisfy  l-16rmander's  criterion (*)。

As underst00d frori the fact that, for  `Jk ' ε  tends t0  0  、vhon

7



k + -, inf lnitely tlegenerate elllptic operator" d0 and L0

= I do not satisfles the subelliptlc estimate (16) for any

Hence, nei ther Htirmander's theorem nor his method apply to

lnf initly degenerate operaors.

Proof of Proposl tion 1.

For the brevi ty we shal I

only prove the srrff iciency of

with  ■

ε > 0

these

consider tho second order casc and
ヽ

(11) wh erl  g(x) = exp(-1/lx:υ ).

(11) seo [M2].) By Corollary 2 it
り     の                ■  0

1 + I)i + eXp(~1′
′IXI。 )I),   SatiSfleS (5)

( Concerning the necessi ty of

suf f ices to qhow that L0 = D

when 6 < l. No te that

(17) Re (LOu, u) llDrull2 + llD*ull2 + ( exp <-t/l*16>of u,u)。

ε
∞ on a c'ube 0 Ln Rn

≧ ο
′(diam Q)

-2 !ot u(tt t 2d.c

stlll valld for the above hypothese.

ltle use the f ol lowing Iemma given by lief f erman tFf I :

efiLsts a c

θ

> θ sじ 0た  ιたαι

(18)  m((ご CQ v(a) > c(dlam Q)-Z ll > clel,

uhere m(. ) clenotes the Le,beague neasuTe. Then foru e CI ta lnue

Lemnra . Assume

pose that t.here

rノ 9, /ott vu(t) t2 + v (c) l.u(t) t2lac

The constant c' depends only on n ancl c

In [lF f], it is assurned that
_0

(diam Q) ‐・ The proof in [Ff] is

8



R
1

for

(21)

Thu s ,,

and so

X

exp

for each Q

(20).

■  0
Set  V(x)= exp(-1/lxlV)η ‐

。 ( In what

) In view of (17), for the proof of (5)

any  k > O there exists a Mk > O  such

follorvs we assume x €

It suf f ices to show that

that for u e c[<nl>

(20)   ∫(|▽ .

u(x)12 + v(x)lu(x)12)dx ≧ c(k loglη l)2∫ lu(x)12dx,

if lη 1 2 Mk

where  c is a constant independent of  k  and  η。

depend On the interval  [― R,R]  containing  supp u

Let  { QJ )|『 ==l be pairwiso disjoint irltervals
U Qj = R・  , diam Qj = (k loglη l) ・  and  Ql = { X

(2k loglη l) ・),  When lx1 2 (4k loglη l) ユ  we have

(4k loglη l)

Of course, c may

such

lxl

that

く

■  0
(-1/lxlυ )η `

 ヽ  0
exp(-1/lxl° )η乙

δ
)

Then, I f ln I = Mk for a sufflcent 1y large Mk , wB have

≧ lη l Σ (diam Q )
-2

J

for lxl ≧ (4k loglη l)
-1

J *" have (18). By th above lemma we get (19)

The above argument can apply to more

operators than L0. For example, let i.

of the same form as (8) wi th | = I and

degenerate elliptlc
be a differential operator

B(x) equal to

L ls hypoelllptic.

9



In faCt' f° r any  QJ

we have

(22)     m(( x C Q

I-et L

a s sume

deflned

j

rvhere sin(1,/lxl) vanishes at least twice,

2 1/4sin (1/lxl)≧  1/2 ))≧  IQ
J

-2
))

For other Q conta i ned i n [-R, R] we a I so have
J

(23)   m(( x C Q 2 2
J
sin (1/lxl)≧  (2π R k log lη l)

because sin t

exp(-1./lxl 6)sin
2 2t/π   for  O ≦ t ` π/2.   If we
の          0こ(1/lxl)η “, (22) or (23) togetller

By Lemma l we obtain (20) and sofor each O

We

set

with

≧ IQ:1/2
J

V(x)=

(21)gives(18)

hypoelliptic.

、=re

”
Ｌ is

J

end this abstract by glvlne a more pathologlcal example.

be a second order dtfferential operator of the form (B).

that E(x) vanishes on a Cantor set E with measure O

whe re I [0,1],as follows: Set E I
0 0

ls an

open interval wl th length l/3 whodlcenter is l/2, Here IZ and

I3 are open intervals wlth length Q/Dz whoes centers coincide
wlth the center of each conected component of I0 a Il, respectively.
Furthermore, I4,.. . ,17 are open intervals wi th lenghth (t/D3 whoes

centers colnclde wl th the centor of each connected component of I0 \

respectively. We deflne open lntervals ln this manner,

U l.
3-1  ●J~エ

ｎ
）
Ｕ

〓

recursively, (Э n each  lj = (― a+b,a+b),
■                   人

exp((-1/lx+a― bl° )キ (-1/lx― a― blυ ))  and we

exp(-1/(lx-11υ ) for  (―∞,0)  and (1,∞ ),

then   L  is hypoelllptic.

J > l, we set g(x) =

so t g (x) = exp (- tl I xl6) and

10
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XII-1

S O. INTRODUCT10N :

We shall give some notes about Ehe effecEive hyperboliciEy. We think there

are two ways ro explain a notion. The first one is to find ouE an equivalenE

notion from a different point view. And the other one is to give some inEeres-

ting examples of applications of the notion. For the first one, we have a

proposition for single parEial differential operators t,hat to be effectively
hyperbolic is equivalent to be strongly hyperbolic. The strong hyperbolicity
means Ehe stability of solvability (well posedness) of the Cauchy problem

under changing lower terms. The effective hyperbolicity defined laEer is a

geometrical noEion on the principal symbols of partial differential operators.

The sufficient part of the above proposition, that is, the Cauchy problem

is welL posed if it is effectively hyperbolic, is very important for appli-
cations and does not always require that partial differentiat operators are

single and even linear. So, we may replace the effecEive hyperbolicity for
the strict hyperbolicity used usually and frequently because the previous

notion is wider than the later.
Many partial differential operators in applications are non linear.

So, we have to extend the results in the linear cases Eo ones in the non linear
caaes in order to find out interesting examptes. In the presenE stage, this
extension is very easy because sre know already a very famous abstrace Lheorem,

so called the Nash-Moser implicit function theorem.

Here, we exptain that this theorem is also applicable to our cases. We shall
remark we needed some minor change of expression of the Nash-Moser implicit
function theorem in order to obtain a sharper result for Ehe non linear Cauchy
problem making it possible to apply direetly to the Monge-AmpEre equation.

S I. RESULTS OF LI NEAR CASES :

Let P, be a polynomial of homogeneous order m in t € nn*l
coefficients c--functions in x € Rn+l l.I" assume it is normal

+

D`finitiOn l. We call

with

■n r
'0

ｍ

　
ｏ

ｒ
ヽ

Pm effectively hyperbolic

フ
‘
m

(on an open set in x) if
points of the characteristics

Pm  is hyperb01ic in  Co and if at the critical
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{P_ = VP_ = O} , the fundamental matrices-mm
eigenvalues, where the fundamentat matrix

!'a

F of P have non zero real
m

F ie defined by

'.r*='g'*" 'etc"'

ヽ

ヽ

ｌ

‐

‐

‐

′

′

′

‐

　

　

　

　

　

″
ら

ｒ
ヽ
　

　

　

Ｘ

ｒ
ヽ
　

　

ｍ

ｍ
　
　
　
一ｒ

Ｐ

　

　

　

一

1■ _
tX

P

-P
mxx

Theoreml. LetP
the origin. Then, there exist a conic domain Q {xixo +f I x' I

and a constant Eo O such that for all e (O ( e <

LeE us consider a system of partial differential operator P of order

m with a dlagonal principal part, namely,

(1。 1) P=PI+O
m

where the lower term Q - (qij) is a Bystem such that order qij < oi -oj + m-l

with respect, to a multi-index c of integers.

. in (l.l) be effectively hyperbolic on a neighborhood of

E )

<orl> o)

the Cauchy problem
0

(1.2) (
Pu=f on(x>0)nn

e

u - O on {x く o〕 nΩo E

has a unique C--solution u on 0. for any C-- datum f on o. supported

on {xo } 0} , where 0. = 0+(er0r...rO). Moreover, for some suitably fixed t
they satisfy the estimate for all s ) O

(:。 3)

where ll .ll - is the Sobolev norms on [l- and a stands for coefficienEs of EheSe
partial differential operator P . We should remark that the constants C, are
uniform on P belonging to a euitable neighborhood of a fixed effectively
hyperbolic operator in the space of hyperbolic operators with the type
,(l.l) on a neighborhood of the origin.

when we usually catl the cauchy problem (1.2) well posed, we do not
require the estimate (1.3), especially, the existence of the consEant L

independent of e . However, almost all ceses which we know wellposed, have
the type (l'3) of estimates, and this is important to use the Nash-Moser
implicit function theorem. so, we introduce e notation for convenience.

Let us consider th6 probl.em (1.2) for a set p of general system p
of partial differential operators.

―

″

ｒ
エ+‖ a ll.」 |

s十几
|l uls ≦ cs cl f‖ s+λ
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Definition 2. l{e call a set P strongly wellposed if the conclusion of Theorem I

holds for any element P of P, especialll,.if .o , Q and consEants C" , I
of the estimate (1.3) are common on P .

Remark. Let P be a r x r system of partial differential operators. Define

the principal symbol r,r as usual. Assume that det P is effecEively hyperbolic.
Pr

This is reduced to Theorem I so that it is strongly wellposed.

§IIo NONLINEAR CASES :

[.Ie consider a nonlinear system

(2。 1) Pu = (Pi)i=1,...,r

Pi = Pi(x,n3o; lal<ii -Ej , j = 1,...,r) I

P, (x, aau) ,

u = (ul, ..ru.) ,

where iand f,-are multi-indices of integers.
The linearization DP of Ehis system is given by

DP g = ( r *- P.(x,aor)aB,pj)i=',...,r
i,B onjB

and the principal symbol P

^on. =d u.JA J

(P
pr ij

P,.
■J

E
a

P (x, aau) tB
B; lBl=di-Ej

En je

Now we extend the etrong well posedness Eo this type of system.

DefinitiOn 3. t{e calt a nonlinear system p (2.t) strongly wellposed if
exist two linear system a and R satisfying the following conditions

I

I ) coefficienEs of a and R are arso functions of
reepectivety, where we put the unknown function aBu in
function aBh in (B .

2) The linearization Dp are decomposed as

(x,nU) and (x,nB rtg ) ,

η
β

and the parameter

there

DP=Q+R
3) There exists a neighborhood

withh=pu.
U ofu=0inC-n[u;u=Oatx

o
<o)



XII-4

such that (Q; u € U) is strongly wellposed in the sense of Definition 2.

4) R=O et h=0. :

We sha1l later explain by an example the reason why we do not define simply

as {DP} are strongly well posed. Roughly speakinBr !r€ assume the existence of

a parametrix of DP toward Pu = O . Under this assumpEion we can conclude the

following unique extension theorem of a solution.

Theorem 2. Let a nonlinear operator P(2.1) be sErongly weltposed. If there

exists a neighboihood 0o of the origin such that u = O is a solution of Pu = O

at (*o . O) n no , then there exists uniquety a C- solution u of Pu = o

onaneighborhoodQof the originsuch thatu=Oon (*o. O) n n

Corollary 3 [.le assume that the principal symbol P

such that

of P (2.1) are decompo-

sable as welt as Definition 3

P a +R_ with h=Pu ,'oo

where Qo and Ro satisfy the conditions for q and R in l) and 4) of Defini-
tion 3 , respectively, and where Qo is one of the Eype of effectively
hyperbolic operators treated in Theorem I or uniformly reducible to one of Ehis

for example, det Qo is effectively hyperbolic, for all u of U in 3).
Then,'the conclusion of Theorem 2 holds.
This Theorem 2 is no more than a translation from the abstract Nash-Moser's

theorem into the category of the Cauchy problem. However, it requires the

improvement of expreesion of the Nash-Moserts theorem, because we assume a

weaker condition than as usuat, namely, rre assume the existence of parametrices
of the linearization DP instead of the existence of exact inverses.

t'Ie follow the expression of the Nash-lloserrs theorem by L. Hdrmander I l]
(II") po is a Banach scate, in other words, interpolation spaces by means

of a smoothing operator.
Let A(u) be a nonlinear operator on II- = I Ilt . Assume the existence

of the first and second derivatives in u and their estimates as similar as
(2'2). The different point is to assume that the right (left, resp.) parametrix r1

of the firet derivative D0 existe on a neighhorhood of the origin of (u,0)
such that

DO.'l('rDO, resp.) = I + O

and0,andsatisfies

pr

pr

Eype

where 6 depends on u
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(2.2) ‖α
'|18く
C8[(卜嘲」18)‖Φ‖」ldlm

+(1+‖ u‖
m)(‖ Φ‖s+‖l dlm¬ I ΦII」|(d18+m)]

fOr a fiXed  πl  and fOr al1 8 。

Then, there exist neighborhood V , W of u = O and o = O  such that

Φ(V)n W ヨ ¢  or  Φ(V)3 0

(Φ (0) ‐ 0→  Φ 
二
(0)n v = {o}, resp。 ).。

Therefore we can conclude Ehe existence and the uniqueness only for O(u) = Q.
In the proof, we need onty an addition of the error terms in the argument of the'

existence of O r which is estimated as well as ot,her error terms are. If
considering the scale basing on the Sobolev spaces or the Htilder spaces of
functions on O. eupported on {xo } O} , then the strong wellposedness assures

the existence of the right and left parametrix U The non essential cases

will be excluded since the norm llO(O)ll" on Q. tends to O as e Eends

toO.

§ III. `AN EXAMPLE :

The Monge-AmpEre equation
),**uyy-(r*y)-=f(x,y)

ie elliptic iff>0, strictlyhyperbolic if f <oandofTricomi rype
if vf # 0 at the points f = o and if it is kowalevskian. They are very classi-
cal and wetl known. So we treat more singular cases. Since we are treating
the cauchy problems, we consider the case where f < o rn this case, the
equation is hyperbolic i.f it ie kowalevskian. More generally, we consider

0=detA-f=O,

whereA= a2u*C(xrur0u), C is a symmetricmatrixand f is alsoa function
in (xrurEu). A typical example ie the Gauss eurvature K(x) of a hypersurface
{y=u(x)},x€Rn

Now, we prepare some notation to staEe the result.

▲
■J

("kr)k, Lfi,j = minOr matrix woret.

2det (a u)‐ K(x)

CO CO

. (n+2)/2
(1+IЭur)

a..
■J

det A..
J■

woret.

。CO   ″
A   ‐ (a

■J
)  .a

■J
(-1)

i+j : cofactor matrix



(3。 1)

If we take the Fr6chet derivative in u Ehen

Dorp = Tr(Acoa2rP) + lower term

='Aco(a ) rP +

Φ = det A ― f = 0

the initial condition at x。  = 0

The equation is

We assume

(3。 2)

(3。 3)

(3.4)  と

by

2

/

く

t

the following (3.2'4),

f < O always.

A (u)

XII-6

>0 .
00 x =0

0

f(x,ur8u) < O aE ( f = O) 0 (xo = O), where L is a vector field defined

L Σ   a

J=0
0

Theorem 4. Let ; be a formal solution of (3.1) aE xo = O and satisfy
on a neighborhood of x = O . Then there exists a unique C- soluEion

0(u).=oona neighborhood of x= osuch that u -[is flat at x =Q
(ea(u-;)l - -- - o,-vo ). 

o

, I xooo

-12t4Example. u = i *- - TZ y'

2 2

n   c

2

一

・
Ｊ

Э
一ぬ

Ｏ

　

ｏ
・Ｊ

(3.2-4)

u  of

C)(tl) u  u   ― (u  )xx yy   ｀ xy‐
+ Ｖ
″
=0

DO(u)t,=Э

f__y2

ワ
一
　
Ｘ

つ
こ
ｙり り ,y
n

and L =寺

In faCt, let tiS iput eigenValues and eigenprojections of AC° by Oj and lpj

(i = 0,o o o,■ ),  and  λj are eigenvalues of A. Thet1  0j = πk≠ j 
λk and eigen

SpaCeS °f  
♀i 41ld  

λ
j are the Same, SC' tlleir iprOjeCti01l iS pj o Tlle assumption (3.3)

giVeS uS the eXiStenCe Of n    pOSitiVe eigenValueS, 30 We denOte thenl by

λ
j ).0 (j = 1,。 。。,n).                                                     `
SinCe det A =  λ

。 ...λ n   f 
く O at u = u and xo   o , sO  λ

。   0 , there. Hence
λo his near nOn positive axis if  u  is near u , that is, re■ lainding eigenvalue   .
λO S Separated frOm the OtherS λj(j>l).
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Thenwe can decompoee

aco(a) = Qo(a) +R (a)
o

es

qo(a)
。
(3) + f E(Э )

and
R (e) - o.E(a).o,

,
Here Qo(0) - L- + t . (an elliptic operator with respect to the transversal

directione to L ).
Since f < o , and t2t * o at f o 0 , "o Qo is effectively hyperbolic. And

also Ro(0) = O at 0 - 0 . Therefore a"o(a) satisfies the conditions of Corollary 3.

Ueing some Bpeciality of the Monge-AmpEre equation, we conclude the exietence

theorem from the unique extension theorem.

Other examplee of effectively hyperbolic operators will be found in
N. Iwasaki 121 , where you can eee the further informations about this note.
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