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概 要
準線形波動方程式の初期値問題について論じる。Banach 空間における非自
励微分方程式の初期値問題は、ある条件を満たす距離に似た汎関数を設定す
ることで局所解および大域解の存在と一意性を示せる。本文では、この抽象
的結果を準線形波動方程式に応用した場合の具体例を紹介する。

本結果は、小林良和教授（中央大学）と田中直樹教授（静岡大学）との共同研究に
依るものである。

1. 導入：準線形波動方程式
次の準線形波動方程式の初期値問題を考える: t ∈ [0,∞) と x ∈ R に対して





∂tu = ∂xv,

∂tv = ∂xσ(t, u)− γv,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x),

(IVP; 0, (u0, v0))

ただし γ は正の定数であり, σ(·, ·) は [0,∞) × R 上の滑らかな実数値関数で次を満
たす:

(i) σ(t, 0) = 0かつ,正の定数 δ0が存在して, (t, r) ∈ [0,∞)×Rに対して σr(t, r) ≥ δ0.

(ii) 正の定数 L0 が存在して, t ∈ [0,∞) に対して ‖σr(t, ·)‖L∞ ≤ L0, ‖σrr(t, ·)‖L∞ ≤
L0 かつ ‖σrrr(t, ·)‖L∞ ≤ L0.

(iii) 連続な可積分関数 h : [0,∞) → [0,∞)が存在して, t ∈ [0,∞)に対して ‖σtr(t, ·)‖L∞

≤ h(t).

この偏微分方程式の問題は, 常微分方程式の形に書き直す事で可解性が示される.

2. 準備：非自励微分方程式と解の存在
(X, ‖·‖) を実 Banach 空間とする. −∞ < a < b ≤ ∞ とし, Ω ⊂ [a, b)×X を t ∈ [a, b)

に対して Ω(t) := {x ∈ X : (t, x) ∈ Ω} 6= ∅ を満たす集合とする. A : Ω → X を関数と
する. (τ, z) ∈ Ω を与えて, 次の非自励微分方程式の初期値問題を考える:

{
u′(t) = A

(
t, u(t)

)
, τ ≤ t < b,

u(τ) = z.
(IVP; τ, z)

J ⊂ [a, b) を [τ, c] または [τ, c) の形をした部分区間とする. X-値連続関数 u : J → X

が J 上で微分可能, t ∈ J に対して
(
t, u(t)

) ∈ Ω, u(τ) = z かつ u′(t) = A
(
t, u(t)

)
を

満たすとき, u は (IVP; τ, z) の J 上の (局所)解と言う. (IVP; τ, z) の [τ, b) 上の解は
大域解と言う. ここで次の条件を考える.
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(Ω1) (連続性条件) A は Ω の上から X への写像として連続である.

(Ω2) (閉性条件) n = 1, 2, . . . に対して (tn, xn) ∈ Ω とする. もし n →∞ のとき R 内
で tn ↑ t ∈ [a, b) かつ X 内で xn → x ならば, (t, x) ∈ Ω となる．

(Ω3) (劣接線条件) (t, x) ∈ Ω に対して lim inf
h↓0

h−1d
(
x+ hA(t, x), Ω(t+ h)

)
= 0 となる.

ただし d(x, S) は x ∈ X から S ⊂ X までの距離を表わす.

(Ω4) (消散条件) 連続関数 ω : [a, b) → [0,∞) が存在して, t ∈ [a, b) と x, y ∈ Ω(t) に対
して次が成り立つ.

lim inf
h↓0

1

h

(
V (t + h, x + hA(t, x), y + hA(t, y))− V (t, x, y)

) ≤ ω(t)V (t, x, y).

ただし V (t, ·, ·) は次の条件 (V 1)–(V 4) を満たし, t ∈ [a, b) をパラメーターとす
る X ×X 上の汎関数の族である:

(V 1) L > 0 が存在して, (x, y), (x̂, ŷ) ∈ X ×X, t ∈ [a, b) に対して次が成り立つ:

|V (t, x, y)− V (t, x̂, ŷ)| ≤ L(‖x− x̂‖+ ‖y − ŷ‖).

(V 2) すべての t ∈ [a, b), x ∈ Ω(t) に対して V (t, x, x) = 0.

n = 1, 2, . . . に対して tn ∈ [a, b), (xn, yn) ∈ Ω(tn)× Ω(tn) とする.

(V 3) もし n →∞ のとき tn → t ∈ [a, b) かつ (xn, yn) → (x, y) ∈ Ω(t)× Ω(t) な
らば, n →∞ のとき V (t, x, y) ≤ lim inf

n→∞
V (tn, xn, yn) となる.

(V 4) もし n → ∞ のとき tn → t ∈ [a, b) かつ V (tn, xn, yn) → 0 ならば, n → ∞
のとき ‖xn − yn‖ → 0 となる.

(Ω1)–(Ω4) を仮定する. このとき, 初期値問題 (IVP; τ, z) の解の一意性や存在はそれ
ぞれ次で示される.

定理 1 (解の一意性). [τ, c) ⊂ [a, b) かつ i = 1, 2 に対して zi ∈ Ω(τ) とする. 各 i = 1, 2

に対して ui は (IVP; τ, zi) の [τ, c) 上の解とする. このとき t ∈ [τ, c) に対して

V
(
t, u1(t), u2(t)

) ≤ exp
(∫ t

τ

ω(s)ds
)
V (τ, z1, z2).

特に z1 = z2 ならば, t ∈ [τ, c) に対して u1(t) = u2(t).

定理 2 (局所解の存在). (τ, z) ∈ Ω とする. R と M は正の数で τ + R < b かつ
|s− τ | < R と ‖y − z‖ < R を満たす (s, y) ∈ Ω に対して ‖A(s, y)‖ ≤ M を満たすと
する. T ∈ (0, R/(M + 1)] とする. このとき (IVP; τ, z) の [τ, τ + T ] 上の一意解 u が
存在して, t, s ∈ [τ, τ + T ] に対して ‖u(t)− u(s)‖ ≤ M |t− s| を満たす.

定理 3 (大域解の存在). C を Ω の連結成分とし, c := sup{t ∈ [a, b) : C(t) 6= ∅} とす
る. このとき各 (τ, z) ∈ C に対して (IVP; τ, z) の [τ, c) 上の一意解が存在して, 区間
[τ, c) は解が存在する最大区間である. 特に Ω が連結であるとき, (τ, z) ∈ Ω に対して
(IVP; τ, z) は一意な大域解をもつ.



図 1: Ω の連結成分 C と局所解 図 2: 自身が連結な Ω と大域解

3. 結果：準線形波動方程式の可解性
3.1. 部分集合 Ω

空間 X = L2(R) × L2(R) とし, ノルムを ‖(u, v)‖ := (‖u‖2
L2 + ‖v‖2

L2)1/2 とする.

(u, v) ∈ H2(R)×H2(R)と t ∈ [0,∞)に対して汎関数H : [0,∞)×H2(R)×H2(R) → R

を次で定義する:

H(t, u, v) :=

∫ ∞

−∞

(∫ u

0

σ(t, r)dr +
1

2
v2

)
dx

+
1

2

∫ ∞

−∞
(σr(t, u)(∂xu)2 + (γu + ∂xv)2)dx

+
1

2

∫ ∞

−∞
(σr(t, u)(∂2

xu)2 + (γ∂xu + ∂2
xv)2)dx.

このとき定数 C0 ≥ c0 > 0が存在して, (u, v) ∈ H2(R)×H2(R)と t ∈ [0,∞)に対して

c0‖(u, v)‖2
H2×H2 ≤ H(t, u, v) ≤ C0‖(u, v)‖2

H2×H2

を満たす. また (t, u, v) ∈ [0,∞) × H2(R) × H2(R) に対して汎関数 Ĥ : [0,∞) ×
H2(R)×H2(R) → R を次で定義する:

Ĥ(t, u, v) := exp

(
− 1

c0

∫ t

0

h(s)ds

)
H(t, u, v).

初期値問題 (IVP; 0, (u0, v0)) に対して γ と σ(·, ·) のみに依存する連続な非減少関数
g : [0,∞) → [0,∞) が存在して, g(0) = 0 かつ「ある条件」を満たす. ここで小さい数
R0 > 0 を次を満たすようにとる:

もし r ≥ 0 かつ r2 ≤ R0

c0

exp

(
1

c0

∫ ∞

0

h(s)ds

)
ならば g(r) < γδ0.

このとき部分集合 Ω ⊂ [0,∞)×X を次で定義する:

Ω := {(t, (u, v)
) ∈ [0,∞)× (

H2(R)×H2(R)
)

: Ĥ(t, u, v) ≤ R0}.



3.2. 汎関数 V (t, ·, ·)
汎関数 V を次で定義する: (u, v), (û, v̂) ∈ X と t ∈ [0,∞) に対して

V
(
t, (u, v), (û, v̂)

)
:=

{∫ ∞

−∞

(
v̂ − v

)2
dx +

(∫ û

u

√
σr(t, r)dr

)2

dx

}1/2

.

これは性質 (V 1)–(V 4) を満たす. 特に各 t ∈ [0,∞) に対して V (t, ·, ·) は X 上の距離
であり, (u, v), (û, v̂) ∈ X に対して

min{1,
√

δ0}‖(u, v)− (û, v̂)‖ ≤ V
(
t, (u, v), (û, v̂)

) ≤ max{1,
√

L0}‖(u, v)− (û, v̂)‖.

3.3. (IVP; 0, (u0, v0))の可解性(
t, (u, v)

) ∈ Ω に対して

A
(
t, (u, v)

)
:= (∂xv, ∂xσ(t, u)− γv)

と定義する. このとき A : Ω → X は条件 (Ω1)–(Ω4) を満たす. 定理 1, 定理 2と定理
3より, 初期値問題 (IVP; 0, (u0, v0)) は (u0, v0) が小さいときに一意的な大域解を持つ.

さらに次の補題が得られる:

補題 1 (準波動方程式の可解性). ‖(u0, v0)‖H2×H2 ≤
√

R0/C0 を満たす任意の (u0, v0) ∈
H2(R)×H2(R) に対して (IVP; 0, (u0, v0)) の一意的な大域解

(
u(·), v(·)) が存在して,

(
u(·), v(·)) ∈ C1

(
0,∞; L2(R)× L2(R)

) ∩ L∞
(
0,∞; H2(R)×H2(R)

)
.
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