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1 導入

次の半線形波動方程式の初期値問題を考える:{
∂2
t u−∆u+ V (x)u+ |u|p−1u = 0 in R3 × R,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) in R3.
(1.1)

ここで p > 1 とし, ポテンシャル V (x) は次を満たす非負な実数値可測関数とする.

c0, ϵ0 > 0に対して

0 ≤ V (x) ≤ c0
|x|2(|x|ϵ0 + |x|−ϵ0)

, x ∈ R3 (1.2)

が成り立つとし, さらに, V (x) ∈ C0,α
loc (R3), 0 < α < 1 と仮定する. ここで, C0,α

loc (R3)

は R3 上の局所 Hölder 連続な関数の空間である. 本講演では, Georgiev-Visciglia [1] に

よって示された全空間におけるポテンシャル付き波動方程式に対する Strichartz 評価を

用いて, 初期値問題 (1.1) の時間大域解の存在と散乱問題を考える.

2 Besov 空間

本研究では, 斉次 Besov 空間を用いて時間大域解の存在の結果を記す. 以下, 斉次

Besov 空間を導入する. S(Rd)を Schwartz 空間とし, S ′(Rd) を S(Rd) の双対空間とす

る. また {ϕj}j∈Z ⊂ S(Rd)を Littlewood-Paley の 2進単位分解とする:

ϕ̂(ξ) ≥ 0, supp ϕ̂ ⊂ {ξ : 1/2 ≤ ξ ≤ 2}, ϕ̂(ξ) = ϕ̂(|ξ|)

ϕ̂j(ξ) = ϕ̂(2−jξ),
∑
j∈Z

ϕ̂j(ξ) = 1 (ξ ̸= 0).



ここで, ϕ̂ は ϕ の Fourier 変換である.

Definition 2.1 (斉次 Besov 空間). “1 ≤ p, q ≤ ∞, s < d/p” あるいは “1 ≤ p ≤ ∞,

q = 1, s = d/p”とする. このとき, ∥ · ∥Ḃs
p,q(Rd) を

∥f∥Ḃs
p,q(Rd) :=

{∑
j∈Z

2jsq∥ϕj ∗ f∥qLp(Rd)

}1/q

(2.1)

と定義し, 斉次 Besov 空間 Ḃs
p,q(Rd) を

Ḃs
p,q(Rd) :=

{
f ∈ S ′

∣∣∣ f =
∑
j∈Z

ϕj ∗ f in S ′, ∥f∥Ḃs
p,q(Rd) < ∞

}
(2.2)

と定義する.

Remark 2.1. 通常, 斉次 Besov 空間は,

Ḃs
p,q(Rd) :=

{
f ∈ S ′/P

∣∣∣ ∥f∥Ḃs
p,q(Rd) < ∞

}
(2.3)

と定義する. ここで, P は多項式全体のなす線形空間である. f ∈ S ′ に対して, ∥ · ∥Ḃs
p,q

はノルムの条件を満たしていない. 実際, 任意の f ∈ P に対して, ∥f∥Ḃs
p,q

= 0 となる.

このような事情から斉次 Besov 空間を定義する場合は, (2.3) のように S ′ ではなく S ′ の

部分集合 P で S ′ を割った, 商空間 S ′/P で考えなければならない (澤野 [3], Triebel [4]

を参照). しかしながら, (2.3) で定義された Besov 空間は商空間であるため, そのままで

は偏微分方程式に応用することが出来ない. そのため, (2.2) で定義された Besov 空間を

導入する必要がある. “1 ≤ p, q ≤ ∞, s < d/p” あるいは “1 ≤ p ≤ ∞, q = 1, s = d/p”

という条件の下で, (2.2) で定義された Besov 空間と (2.3) で定義された Besov 空間が

Banach 空間として同型であることが知られている (Kozono-Yamazaki [2], 澤野 [3] を参

照).

以下, Ḃs
p,q(Rd) は (2.3) で定義された Besov 空間とする.

3 Strichartz 評価式

この節では, (1.1) の局所可解性や大域的挙動の研究において重要な道具である

Strichartz 評価式について述べる. (1.1) の分散型評価式と Strichartz 評価式はすで

に Georgiev-Visciglia [1] によって示されている.

指数の組 (s, θ, p)が “許容指数組”であるとは，次を満たすときをいう:

0 < s < 3, 2 < θ, q < ∞,
1

θ
= 3

(
1

2
− 1

q

)
− s, 4

(
1

2
− 1

q

)
≤ s.



Lemma 3.1 (Strichartz 評価, [1]). 0 ≤ s < 3/2とし, (s, θ, q)を許容指数組, θ′, q′ は

1/θ + 1/θ′ = 1/q + 1/q′ = 1を満たす実数とする. 次の非斉次波動方程式の初期値問題 :{
∂2
t u−∆u+ V (x)u = F in R3 × R,

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) in R3,
(3.1)

の解 u に対して次が成り立つ.

∥u∥LθḂ0
q,2

+ ∥u∥L∞Ḣs ≤ C
(
∥u0∥Ḣs + ∥u1∥Ḣs−1 + ∥F∥Lθ′ Ḃ2s−1

q′,2

)
.

4 主結果

Strichartz 評価を用いて縮小写像の原理を適用することで (1.1) の局所可解性を得るこ

とができる. さらにエネルギー空間 Ḣ1(R3) × L2(R3) 上では, エネルギー不等式が成り

立ち, それを用いることで時間局所解を時間大域的に延長できる. また, 非線形項 |u|p−1u

の指数 p が Sobolev 臨界指数のときは, 初期値を十分小さくとれば, (1.1) の大域可解性

を得ることができる. このことを次の定理にまとめる.

ps を空間 3次元における Sobolev 臨界指数とする:

ps = 1 +
4

3− 2s
.

Theorem 4.1 (時間大域解). 1/2 ≤ s < 3/2とする.

(i) 1 < p < ps かつ p ∈ N のとき，ある許容指数組 (1, θ, q) が存在し, 任意の初期値

(u0, u1) ∈ Ḣs(R3)× Ḣs−1(R3)に対してある時刻 T > 0が存在し，初期値問題 (1.1) の

時間局所解 u が C((−T, T ) ; Ḣs(R3))∩Lθ
loc((−T, T ) ; Ḃ

s− 1
2

q,2 (R3))で一意的に存在する．

特に，s = 1のときは T = ∞ とすることができる.

(ii) p = 1 + 4/(3 − 2s) ∈ Nのとき，十分小さい初期値 (u0, u1) ∈ Ḣs(R3) × Ḣs−1(R3)

に対して，初期値問題 (1.1) の時間大域解 u が C(R ; Ḣs(R3)) ∩ L6(R ; Ḃ
s− 1

2
18
5 ,2

(R3))で一

意的に存在する．

次に, エネルギー空間上で初期値問題 (1.1) の解が次の線形波動方程式 :{
∂2
tw −∆w = 0 in R3 × R,

w(x, 0) = w0(x), ∂tw(x, 0) = w1(x) in R3,
(4.1)

の解に漸近することを示す. E をエネルギー空間 Ḣ1(R3) × L2(R3)とし, エネルギーノ

ルムを

∥u(t)∥E
def
=

[
1

2

{
∥u(t)∥2

Ḣ1(R3)
+ ∥∂tu(t)∥2L2(R3)

}]1/2
,



により定義する. U(t)を (1.1) の解作用素, U0(t)を (4.1) の解作用素とする :

U(t)f = (u(t), ∂tu(t)), U0(t)f = (w(t), ∂tw(t)) for any f ∈ E.

エネルギー空間 E の部分集合 ER を

ER
def
=

{
f = (u0, u1) ∈ E : ∥f∥E ≤ R

}
,

により定義する.

Theorem 4.2 (波動作用素の存在). ある定数 R > 0が存在し, 次の (i)–(ii)が成り立つ.

(i) 任意の f = (u0, u1) ∈ ER に対して，次を満たす f± ∈ E が存在する:

∥U(t)f − U0(t)f
±∥E → 0 (t → ±∞).

(ii) 波動作用素W± : ER → E を

W±
def
= s− lim

t→±∞
U0(−t)U(t) : f 7→ f±

で定義する．このとき，波動作用素W± は ER から Ran(W±)への全単射である.

本研究は, 今回述べた時間大域解, 散乱問題の結果を外部領域に拡張することを目標と

している.
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