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1. はじめに
Hamilton関数H により与えられる 2n次元相空間の運動において，n個の第 1積分 G1 =

H, G2, · · · , Gnがあり，{Gi, Gj} = 0かつ gradG1, gradG2, · · · , gradGn が 1次独立であると
き，Hを完全積分可能なHamilton関数と呼び，完全積分可能なHamilton関数により与えられ
る力学系を可積分系と呼ぶ (cf. [1])．可積分系の例としては，Kepler問題，剛体，調和振動子な
どがよく知られている．古典力学における可積分系の特徴付けとしてLiouville-Arnoldの定理
があるが，一方でS. De Filippo，G. Marmo，M. Salerno，G. Vilasiにより可積分系の新たな
特徴付けとして次の定理と定義が示されている．

定理 1 ([2]). 偶数次元多様体M上のベクトル場Xが次の条件を満たす不変な (1, 1)-tensor field
T を持つとする：

(1) T のNijenhuis torsionが消滅する．
(2) T が対角化可能で固有値が 2重非退化である．
(3) 固有値は多様体上の停留点を持たない滑らかな関数である．

このとき，次が成立する：
1．ある symplectic form ωとHamilton関数H が存在し，Xは ωに関するHのHamiltonian
vector fieldとなる．
2．Xは separableである．
3．HはωのPoisson bracketに関し完全積分可能である．

定義 1 ([2]). 上記の定理における対角化可能で不変な (1, 1)-tensor field T をM上のベクトル
場Xの recursion operatorと呼ぶ．すなわち，T がXの recursion operatorであるとき，次の
条件を満足する．ただし，λはT の固有値．

LXT = 0， NT = 0， degλ = 2，(dλ)p ̸= 0, ∀p ∈ M．

また，recursion operator T の特徴として，n = dimM/2としたとき，T の k乗の各トレー
スTr(T k) (1 ≤ k ≤ n) はそれぞれ互いに関数独立な保存量となることが知られている (例えば，
[4], [5])．
先行研究ではいくつかの力学系に対し recursion operatorが構成されている．しかし，これ

らの例は物理的な対象であり，数学的な考察はあまりされていなく，幾何学的な意味づけも十
分にされてはいない．

本研究では，微分幾何学的な立場から，リーマン多様体の測地流に対し recursion operator

を具体的に構成し，Hamilton関数の完全積分可能性を示す．この測地流に対しての recursion

operatorの構成はこれまでの先行研究とは異なる新しい構成例である．また，Kepler問題にお

いて，Marmo-Vilasi ([4])で得られた recursion operator Tとは異なる recursion operator T0を

構成することで，特定のベクトル場に対し recursion operatorが一意には定まらないことを具

体的に示した．

2. Kepler問題によるRecursion operatorの非一意性
T ∗(R3 − {0})上のKepler問題におけるベクトル場Xは，極座標表示により
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で表される．ただし，kは中心力の強さを表し，mは中心力のもとで移動する物質の質量であ
る．このとき，ベクトル場Xは自然な symplectic form ωを

ω = dpr ∧ dr + dpϑ ∧ dϑ+ dpφ ∧ dφ

としたとき，Hamilton関数
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に対しHamiltonian vector fieldである．

2.1. Marmo-Vilasi ([4])による構成
Marmo-Vilasi ([4])はaction-angle coordinateを用いてrecursion operatorを構成した．action-

angle coordinate (J, φ)は，
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であり，上記のX，ω，Hは
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ここで，対角化可能な (1, 1)-tensor field T を
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とおけば，LXT = 0，NT = 0を満足し，recursion operatorであることが得られる．ただし，

tS =
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 .



2.2. 先行研究と異なる構成
Marmo-Vilasi ([4])と異なる recursion operatorをスケーリングされたRunge-Lenz-Pauliベ

クトルを用いて構成する．スケーリングされたRunge-Lenz-PauliベクトルDは

D =
1√

−2mH

{
p× L−mk

q

r

}
.

ただし，pは運動量ベクトル，qは位置ベクトル，L = q × pは角運動量ベクトル，Hは非正値
関数である．ここで，liをLの各成分，DiをDの各成分とし，
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とおけば，
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が成り立つ．これより，
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とおけば，LXT0 = 0，NT0 = 0よりT0は recursion operatorとなる．

ここで，先行研究で得られた (1)の recursion operatorを座標系 (P, α)により表現すれば，

T =

3∑
i,j=1

(
Ai

j

∂

∂Pi
⊗ dPj + Bi

j

∂

∂αi
⊗ dPj + Ci

j

∂

∂αi
⊗ dαj

)
.

ただし，Ai
j =

3∑
h,k=1

(tS)hk
∂Pi

∂Jh

∂Jk
∂Pj
，Bi

j =
3∑

h,k=1

(
(tS)hk

∂αi

∂Jh

∂Jk
∂Pj

+ Sh
k

∂αi

∂φh

∂φk

∂Pj

)
，Ci

j =

3∑
h,k=1

Sh
k

∂αi

∂φh

∂φk

∂αj
であり，特にAは

A =


kP1 0 0

A2
1 A2

2 A2
3

kP3 0 2P3−kP1

 ,

A2
1 = k


√

k2P1
2

2
− P2

2kP1 −
1

2

√
k2P1

2

2
− P2

− 2kP1P3

 ,

A2
2 = kP1 − 2

√
k2P1

2

2
− P2 + 2P3,

A2
3 = 4

√
k2P1

2

2
− P2

2P3 −

√
k2P1

2

2
− P2

 .

以上により，[4]と異なる recursion operator T0が得られた．したがって，特定のベクトル場に

対する recursion operatorの非一意性が得られた．



3. Berger metricの測地流のHamilton関数に対する構成
[3]により，Berger metricが

g(v, w) = ⟨v, w⟩+ β ⟨v, iz⟩ ⟨w, iz⟩ , β > −1

で定義されており，z = (z1, z2) ∈ S3，v = (v1, v2)，w = (w1, w2) ∈ TzS
3, ⟨v, w⟩ = Re(v · w)

である．本研究では，gの測地流のHamilton関数を不変にするHamiltonian G-actionについ
て考察し，そのmoment mapを用いて gの測地流に対する recursion operatorを構成する．具
体的には，Hamilton関数

H = α ⟨X,X⟩+ β ⟨X, iz⟩2

に対し，以下のように τとσを取ればHと互いに可換なPoisson bracketが得られる：
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ただし，τ ∈ R，σ ∈ Cであり，これらはmoment mapの構成により得られた関数である．し
かし，{τ, σ} は 0でない．そこで新たな関数κを

κ = τ2 +Re(σ)2 + Im(σ)2

と定めることで

{H, τ} = 0, {H,κ} = 0, {τ, κ} = 0

が得られる．これより，対角化可能で不変な (1, 1)-tensor field T を
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)
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とおけば，LXT = 0，NT = 0よりTは recursion operatorとなる．以上により，Berger metric

から得られるHamilton関数における可積分性が得られた．

参考文献
[1] V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Graduate Texts in Mechanics

60, Springer, New York 1978.

[2] S. De Filippo, G. Marmo, M. Salerno and G. Vilasi, A New Characterization of Completely
Integrable Systems, Nuovo Cimento B 83 (1984) 97–112.

[3] K. Kikuchi, S1-Equivariant CMC Surfaces in the Berger Sphere and the Corresponding
Lagrangians, Advances in Pure Mathematics 3 (2013) 259–263.

[4] G. Marmo and G. Vilasi, When Do Recursion Operators Generate New Conservation
Laws?, Phys. Lett. B 277 (1992) 137–140.

[5] G. Vilasi, Hamiltonian Dynamics, World Scientific Publishing Co., Inc., River Edge, NJ,
2001.


