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1 導入

作用素の半群論と偏微分方程式論には密接な関係があります。例えば、∂t を時間についての微分として ∆

をラプラシアンとして次の熱方程式の初期値問題を考えます。{
(∂t −∆)u = 0 in R× {t > 0}
u(x, 0) = u0 in R.

熱方程式の解 u(x, t)は初期値 u0 を定めると次のように表せることが知られています。

u(x, t) = (G(·, t) ∗ u0)(x) =

∫
R

1√
4πt

e−
|x−y|2

4t u0(y)dy.

この解 uは初期値 u0 から t秒時間を進める作用素 S(t)を用いて S(t)u0 と表せて次の性質を満たします。

S(t+ s)u0 = S(t)S(s)u0 for t, s > 0.

この性質に着目して次のように作用素の半群を定義します。

Definition 1.1. X をバナッハ空間とする。X 上の有界線形作用素の族 {S(t)}t≥0 が半群であるとは次を満

たすことを言う。
S(t+ s) = S(t)S(s) for t, s > 0,

S(0) = IX .

本講演では半群の中でも特に解析的半群について考察します。半群として解析的であることが分かれば、そ

れは解としても時間について解析的であることを意味するので解析的半群を調べることは非常に重要な問題で

す。例えば熱方程式の解が時間について解析的かどうか調べるためには、その生成作用素であるラプラシアン

−∆がセクトリアルという性質を満たすかを調べればよいということが作用素の半群論の抽象論から知られて

います。ラプラシアン −∆がセクトリアルという条件は大雑把に言うと、λと f が適切に与えられた時に次

のレゾルベント方程式のアプリオリ評価、そして解の存在と一意性が成り立つという条件です。{
(λ−∆)u = f in Ω

u = 0 on ∂Ω.

特に本講演では高階楕円型作用素について L∞ 空間でのレゾルベント評価と解が生成する半群の解析性を一

様 C1 級領域上の場合に背理法と膨らまし法と呼ばれる手法を用いた解析を紹介します。
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2 レゾルベント方程式のアプリオリ評価について

まず最初に半群の解析性をえるために必要なアプリオリ評価の結果について記述しようと思います。

Ω ⊂ Rnを一様C1級の滑らかさの境界を持つ領域、つまり大まかに言うと領域の境界上の各点の十分小さい近

傍で回転と平行移動などの操作により境界が C1 級関数で表すことが出来てその傾きが一様に抑えられている

として、f ∈ L∞(Ω)とします。また、係数 aα,β を実数関数として主表象を b(x, ξ) =
∑

|α|,|β|=m aα,β(x)ξ
α+β

として、次の 2m階の微分作用素 Lを考えて次のように仮定します。

L =
∑

|α|+|β|≤2m

(−1)|β|+1∂βaα,β∂
α

(E1) aα,β ∈

W 1,∞(Ω) if |α| = m

L∞(Ω) if |α| ≤ m− 1

(E2) L は強一様楕円型つまり、定数 δL > 0 が存在して、

b(x, ξ) ≥ δL|ξ|2m for x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

記号を次のように定義し、弱解について定義し定理を述べます。

Σπ−ε = {λ ∈ C : | arg λ| < π − ε},

Wm,p
0,loc(Ω) = {f ∈ Wm,p

loc (Ω) : fη ∈ Wm,p
0 (Ω) ∀η ∈ C∞

0 (Rn)},

N(uλ, λ) = sup
x∈Ω

(
∑

|α|=k≤m−1

|λ|1− k
2m |∂αu(x)|).

Definition 2.1. 0 < ϵ < π
2、 M > 0, λ ∈ Σπ−ε ∩ {|z| ≥ M}、そして f ∈ L∞(Ω)とします。このとき、

uλ ∈ Wm,p
0,loc(Ω) ∩ L∞(Ω) がレソルベント方程式{

(λ− L)u = f in Ω

u = ∂Nu = · · · = ∂m−1
N u = 0 on ∂Ω

の弱解であるとは、uλ が任意のテスト関数 ϕ ∈ C∞
0 (Ω)に対して次を満たすことをいいます。

λ(uλ, ϕ)L2 +
∑

|α|,|β|≤m

(aα,β∂
αuλ, ∂

βϕ)L2 = (f, ϕ)L2 .

このときレゾルベント方程式 {
(λ− L)u = f in Ω

u = ∂Nu = · · · = ∂m−1
N u = 0 on ∂Ω

の弱解 u ∈ Wm,p
0,loc(Ω) ∩ L∞(Ω)のレゾルベント評価について次の結果が成立します。

Theorem 2.1. p > n、Ω ⊂ Rn を一様 C1 級領域とする。この時、 定数 ε > κL、C > 0、及びM > 0が

存在して、 任意の λ ∈ Σπ−ε ∩ {|z| ≥ M}、 f ∈ L∞(Ω), 及び弱解 uλ ∈ Wm,p
0,loc(Ω) ∩Wm−1,∞(Ω) について

次のレゾルベント評価が成立する。
N(uλ, λ) ≤ C∥f∥L∞(Ω) (1)



このアプリオリレゾルベント評価を示す方針を二重調和作用素 ∆2 の場合に見てみましょう。まず始めに背

理法によってアプリオリ評価が成立しないと仮定すると爆発する解の列 λk、fk、uk が取れて次の求めるレゾ

ルベント方程式と逆向きの評価が成立します。

∥uk∥∞ >
k

|λk|
∥fk∥∞.

最大値ノルムが 1になるように次のように正規化します。vk = |λk|uk とおき (λk = |λk|eiθk)

ṽk =
vk

N(vk, λk)
, f̃k =

fk
N(vk, λk)

.

このとき、
1

k
> ∥f̃k∥∞、|λk| ≥ k、∥ṽk∥∞ = 1となり、次の方程式が得られます。


(eiθk +

∆2

|λk|
)ṽk = f̃k in Ω

ṽk =
dṽk
dN

= 0 on ∂Ω

(2)

正規化したのでこのとき１に近い値をとるような領域内の点が取れます。

∃xk ∈ Ω s.t. |ṽk(xk)|+ |∇ṽk(xk)| >
1

2

その点の周りで解を次のようにスケール変換します。

w̃k = ṽk(xk +
x

| λk | 14
), g̃k = f̃k(xk +

x

| λk | 14
)

このとき、Ωk = |λk|
1
4 (Ω− xk)上の次の方程式が得られます。(eiθk +∆2)w̃k = g̃k in Ωk

w̃k =
dw̃k

dN
= 0 on ∂Ωk

(3)

その後次の二つの主張を示すことで矛盾を示します。まず一つ目がコンパクト性の主張で、宮崎 (2006)など

の結果から得られるWm,p 評価を元にスケール変換された解の列が原点のある近傍で一様収束する部分列が

取れることを示します。このことから特に解の極限が原点の近傍でゼロでないことが従います。その次に一意

性の主張で、レゾルベント方程式の極限方程式の解が恒等的にゼロであることを示します。解の極限は極限方

程式を満たすので恒等的にゼロであることが分かるので、コンパクト性の議論で得られる事実と合わせて矛盾

が得られてアプリオリ評価が示されます。

2.1 レゾルベント方程式の解の存在と一意性、そして半群の構成と解析性ついて

有界関数の空間での半群の解析性についての先行研究は、無限遠でゼロな連続関数の空間 C∞ において

(−∞,∞)上の二階楕円型作用素の場合に吉田 (1966)により初めて示されて、その後 N 次元の C2m 級領域

上の 2m 階楕円型作用素の場合に増田 (1972) により示されて、Stewart(1974) により証明が改良されまし

た。また、M. Hieber(1996) で２階の場合は任意の領域の場合に半群の解析性が示されました。その後 M.

Hieber(2010)や A. Lunardi(1995)に挙げられているように L∞ 空間での高階の作用素が生成する半群の解

析性について楕円型作用素の係数についての仮定を緩める研究は多くされていますが領域の境界の滑らかさの



仮定を緩める研究はあまりされていませんでした。そこで、得られたレゾルベント評価からレゾルベント方程

式の弱解の存在と一意性を示し半群の理論を用いて、一様に C1 級の有界, 非有界領域上の 2m階の発散型楕

円型作用素の L∞ 空間での解析半群の生成定理を示しました。次のように作用素のドメインを定義します。

D(L) = {u ∈ ∩p>nW
m,p
0,loc(Ω) : u, Lu ∈ L∞(Ω)}.

Theorem 2.2. Ω ⊂ Rn を一様 C1 級領域とする。この時, 作用素 L : D(L) → L∞(Ω)はセクトリアルであ

り、有界関数空間 L∞(Ω)において解析半群 {etL}t≥0 を生成する。

レゾルベント方程式の解の存在と一意性の問題を解決すれば先ほどのアプリオリレゾルベント評価と合わせ

て高階楕円型作用素がセクトリアルであるということが示されます。方針としましては、解の構成と一意性は

次のように示しました。まず外力を半径を変えながら球領域でカットオフして、Wm,p 評価からレゾルベント

方程式の近似解を構成します。そして得られた L∞ アプリオリ評価と組み合わせてアプリオリ評価を示す際

に行ったコンパクト性の議論とほぼ同様に、近似解の列のある部分列が広義一様収束することを示します。後

は得られた極限関数がレゾルベント方程式の解であることを示せば存在が示されます。またアプリオリ評価と

方程式の線型性から一意性が得られます。以上から楕円型作用素がセクトリアルであることが分かり、ダン

フォード積分を用いて半群を構成し解析半群の理論を用いて半群の解析性を示しました。
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