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1. Introduction

G = ([n], E(G))を有限単純連結グラフとする. ここで, [n] = {1, . . . , n}を頂点集合,

E(G)を辺集合とする. このとき, [n]の 2つの部分集合A, B(A ∪ B = [n], A ∩ B = ∅)
に対し, (0, 1)-ベクトル δA|B(G) ∈ Z|E(G)|を以下のように定義する:

δA|B(G)ij =

{
1 if |A ∩ {i, j}| = 1

0 otherwise
(ij ∈ E(G)).

また,

XG =

{(
δA1|B1(G)

1

)
, . . . ,

(
δAN |BN

(G)

1

)}
⊂ Z|E(G)|+1 (N = 2n−1)

と置く. 次に, Kを体とし, 多項式環K[q], K[s, T ]を

K[q] = K[qA1|B1 , . . . , qAN |BN
]

K[s, T ] = K[s, tij | ij ∈ E(G)]

と定義する. このとき, 環準同型写像πGを

πG : K[q] → K[s, T ] qAl|Bl
7→ s ·

∏
|Al∩{i,j}|=1
ij∈E(G)

tij

と定める. このとき, IG = kerπGをGの切断イデアルといい, RG = K[q]/IGをXGの
トーリック環という (see [5]). このRG, IGの環論的性質とグラフの組み合わせ論的構
造を関連付ける結果が存在する.

Theorem 1.1 ([5]). 任意の逆辞書式順序に関し, IGのイニシャルイデアルが squarefree

であることと, GがK5-minorをもたず, Gのすべての誘導サイクルの長さは4以下であ
ることは同値.

Theorem 1.2 ([1]). 切断イデアル IGが 2次生成であることの必要十分条件は, Gが
K4-minorをもたないことである.

更に, ring graphに付随する切断イデアルは2次グレブナー基底をもつことも知られ
ている (see [3]). しかし, 一般にいつ IGが2次グレブナー基底をもつのかどうか自明な
場合, ring graph以外では知られていない.
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2. Strongly Koszul algebras and clique sums

Strongly Koszul代数はHerzog-Hibi-Restucciaによって定義された概念である (see [2]).

今回は同値な条件を strongly Koszul代数の定義とする.

トーリック環R = K[u1, . . . , un]が strongly Koszulであるとは, 以下の条件を満た
すときにいう:

• 任意の1 ≤ i ̸= j ≤ nに対し, イデアル (ui) ∩ (uj)が2次生成.

一般的にトーリック環Rとその定義イデアル Iに対し,

Iが2次グレブナー基底を持つ, or Rが strongly Koszul

⇓
Rは Koszul

⇓
Iは2次生成.

が成り立つことが知られている. 更に, 以下の予想が存在する.

Conjecture 2.1. トーリック環Rが strongly Koszulならば, 定義イデアル Iは 2次グ
レブナー基底を持つ.

Proposition 2.2 ([2, Proposition 2.3]). P,Rをトーリック環とし, QをP,Rのテンソ
ル or Segre積とする. このとき, Qが strongly Koszulであることと, P,Rが strongly

Koszulであることは同値である.

Proposition 2.3. 有限単純連結グラフGに対し, RGは strongly Koszulであるとする.

このとき,

(1) H1がGの contractionならば, RH1は strongly Koszul;

(2) H2がGの誘導部分グラフならば, RH2は strongly Koszul.

G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2)をV1 ∩ V2が 2つのグラフの cliqueであるような有限連
結グラフとする. このとき, G1#G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)をG1, G2の clique sumとい
う. また, |V1 ∩ V2| = k + 1(k ∈ Z≥0)のとき, G1#G2をk-sumとも呼ぶ.

Proposition 2.4. 切断イデアル IG1, IG2が2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ
)ならば, IG1#G2も2次生成 (resp. 2次グレブナー基底をもつ ).

Proposition 2.5. RG1#G2が strongly Koszulならば, RG1, RG2も strongly Koszulで
ある.

0-sumのときは, 上の命題の逆も成り立つ. しかし, 1-sumの場合は, 逆が成り立たな
いような例が存在する.

Knをn点完全グラフ, Cnをnサイクル, Kl1,...,lmを完全m-部グラフとする.

Example 2.6. G1 = C3#C3(= K4 \ e), G2 = C4#C3, G3 = (K4 \ e)#C3を図 1-3の
グラフとする. 初めに, RC3, RC4, RG1はすべて strongly Koszulとなる. しかし, RG2,

RG3は共に strongly Koszulとはならない.



図 1: C3#C3 図 2: C4#C3 図 3: (K4 \ e)#C3

3. 主結果
本講演の目的は

• IGが2次グレブナー基底をもつことの十分条件

• RGが strongly Koszulであるための必要十分条件

をグラフの言葉で表すことである. そのために, 以下の2つの補題を紹介する.

Lemma 3.1. 有限単純グラフGが2-連結でないならば, G = G1# · · ·#GsとなるGの
2-連結成分G1, . . . , Gsが存在する. ここで, #を0-sumとする.

Lemma 3.2. 有限単純2-連結グラフGに対し, 以下は同値.

• (K4, C5)-minorをもたない;

• GはK3, K2,n−2, K1,1,n−2 (n ≥ 4)のいずれか.

また,

• IK2 = IK3 = ⟨0⟩

• RK1,1,n−2
∼= RK1,n−2 ⊗K RK1,n−2

• RK1,n−2はRK2のn− 2個のSegre積と同型

であることが従う. よって, K2,n−2について調べれば良い.

<を qA|B < qC|D (min{|A|, |B|} < min{|C|, |D|})をみたすK[q]上の逆辞書式順序と
する. このとき, 以下の定理が成り立つ.

Theorem 3.3 ([4]). G = K2,n−2を頂点集合V1 ∪ V2上の完全 2部グラフとする. ここ
で, V1 = {1, 2}, V2 = {3, . . . , n} (n ≥ 4)とする. このとき, 切断イデアル IGの<に関
するグレブナー基底は以下の二項式全体からなる:

qA|BqE|F − q∅|[n]q{1,2}|{3,...,n} (1 ∈ A, 2 ∈ B)

qA|BqC|D − qA∩C|B∪DqA∪C|B∩D (1 ∈ A ∩ C, 2 ∈ B ∩D,A ̸⊂ C,C ̸⊂ A)

qA|BqC|D − qA∩C|B∪DqA∪C|B∩D (1, 2 ∈ A ∩ C,A ̸⊂ C,C ̸⊂ A)

ここで, E = (B ∪ {1}) \ {2}, F = (A ∪ {2}) \ {1}とする. また, 各二項式のイニシャ
ル単項式は最初の単項式である.



以上より, 以下の結果を得る

Corollary 3.4 ([4]). 有限単純連結グラフGが (K4, C5)-minorをもたないならば, IGは
2次グレブナー基底をもつ.

Theorem 3.5 ([4]). トーリック環RGが strongly Koszulであるための必要十分条件は,

Gが (K4, C5)-minorをもたないことである.

Corollary 3.6 ([4]). トーリック環RGが strongly Koszulならば, IGは2次グレブナー
基底をもつ.

Corollary 3.7 ([4]). トーリック環 RG が strongly Koszulならば, RG\e も strongly

Koszulである. ここで, G \ eはGの eでのdeletionとする.

Corollary 3.6はConjecture 2.1の部分的な解決となっている.
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