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概 要
完備な扇に対応するトーリック多様体の上の直線束の正則な大域切断のなす空間が有限次元で
あることはよく知られた事実である．一方，石田-福川-枡田は (コンパクトかつ非特異な)トー
リック多様体の一般化として位相的トーリック多様体 [IFM13]を導入した．トーリック多様
体が扇と一対一対応するように，全向き付けされた (ominioriented)位相的トーリック多様体
にも位相的扇呼ばれる組合せ論的対象が一対一に対応する．位相的扇がある条件を満たす時
に良い (nice)と呼ばれ，対応するものを良い (nice)位相的トーリック多様体と呼ぶ ([Li12])．
今回は良い位相的トーリック多様体に対し，適切な直線束と切断を考えることで，大域切断
のなす空間が有限次元になることが分かったので以下で説明したいと思う．

1. 良い(nice)位相的トーリック多様体と良い(nice)位相的扇
位相的トーリック多様体は本来は位相的扇に関係なく定義されているものであるが，今回は簡単のため

良い位相的扇をまず定義し，良い位相的扇に対応するものとして良い位相的トーリック多様体を導入す

る．大雑把に言うと良い位相的扇とは完備単体的扇と非特異多重扇 [Mas99]の組である．正確には次の

ように定義する．

Kを頂点集合 [m] = {1, 2, ...,m}上の (有限)単体複体とし，{(bi, vi)}mi=1を整数ベクトルの対，ただし

各 iに対して bi = (b1i , ..., b
n
i ), vi = (v1i , ..., v

n
i ) ∈ Znで，j = 1, ..., nに対して bji ≡ vji (mod2)とする．こ

れらの組 (K, {(bi, vi)}mi=1)が次の条件を満たすとき(n次元)良い位相的扇と言い∆で表すことにする．

• 任意の I ∈ Kに対して，{bi}i∈Iは一次独立である．

• {vi}i∈Iは一次独立である．

• I = {i1, ..., ik} ∈ Kに対して，

σI := {c1bi1 + · · ·+ ckbik | cj ≥ 0 ∀j}

と定義すると，任意の単体 I, J ∈ Kに対してσI ∩ σJ = σI∩Jである．

•
∪

I∈K σI = Rn(完備性)

• 任意の I ∈ Kに対して{vi}i∈IはZnのZ基底の一部を成す (非特異性)

例えばK = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}}，(b1, v1) = (e1, e1), (b2, v2) = (e2, e2), (b3, v3) =

(−e1,−e1 − 2e2), (b4, v4) = (−e1 − e2,−e1 − e2) のとき以下の良い位相的扇が得られる．

図 1: 完備単体的扇 図 2: 非特異多重扇
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良い位相的扇の情報を用いて，良い位相的トーリック多様体を次の商構成法 (quotient construction)

で構成する．

まず I ⊂ [m]に対して

U(I) := {(z1, ..., zm) ∈ Cm|zi ̸= 0 ∀i ∈ I}

U(K) :=
∪
I∈K

U(I)

と定義する．次に各 (bi, vi)に対して次の写像を考える．
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(b1i ,v
1
i )

i , ..., h
(bni ,v

n
i )

i )

ここで

h
(bji ,v

j
i )

i := h
b
j
i
+v

j
i

2
i h̄

b
j
i
−v

j
i

2
i

で定義する．bi ≡ vi(mod2)より指数は整数になることに注意．

この写像を座標ごとに掛ける合わせることにより次の全射群準同型λを定義する．

λ : (C∗)m → (C∗)n (h1, ..., hm) 7→
m∏
i=1

λ(bi,vi)(hi)

X(∆)を商空間

X(∆) := U(K)/Kerλ =
∪
I∈K

U(I)/Kerλ

で定義し，これを良い位相的扇∆に付随する良い位相的トーリック多様体X(∆)という．

注意. 1 X(∆)はコンパクトかつ非特異である．

注意. 2 各 iに対して bi = viならばX(∆)はトーリック多様体になる．

補題. 3 ([IFM13]Lemma.4.1) λは全射である．またn− 1次元単体 I ∈ Kに対して{(bi, vi)}i∈Iの双

対{(cIi , uI
i )}i∈I(ci, ui ∈ Z)を

⟨(cIi , uI
i ), (bj , vj)⟩ := (

∑
i∈I

cIki bkj ,
n∑

i∈I

uIk
i vkj ) = δji(1, 1) (for j ∈ I)

で定義すると，このとき I ∈ Kに対してKerλは次の形で書ける．

Kerλ = {(h1, ..., hm) ∈ (C∗)m| hi

∏
k ̸∈I

h
⟨(cIi ,u

I
i ),(bk,vk)⟩

k = 1 for ∀i ∈ I}

■

以下，簡単のため I = {1, 2, ..., n}とする．また適切な線形変換を行うことで一般性を失うことなく
{(bi, vi)}ni=1 = {(ei, ei)}ni=1として良い．ここでe1, ..., enは標準基底を意味する．このとき，{(bi, vi)}ni=1

の双対{(cIi , uI
i )}ni=1も{(ei, ei)}ni=1となることに注意すると，Kerλは次の形で書ける．

Kerλ = {(h1, ..., hm) ∈ (C∗)m| hi
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h
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k = 1 for ∀i = 1, ..., n}
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この同一視の下でKerλ ∼= (C∗)m−nの1次元表現αを次のように定義する．

Kerλ∼=(C∗)m−n α−→ GL(1,C) = C∗

(hn+1, ..., hm) 7→
m∏

k=n+1

h
(xk,yk)
k (xk, yk ∈ Z, xk ≡ yk(mod2))

注意. 4 αの表示はn − 1単体 I ∈ Kの取り方に依存する．しかし別のn − 1単体 J ∈ Kを用いてもα

は依然として hik , h̄ik(ikは 1, ...,mの中の異なるm − n個の数字)のローラン単項式なので意味がある

(well-defined)．

2. 良い位相的トーリック多様体上の複素直線束
注意.4よりKerλと (C∗)m−nの同一視を1章で議論したもの (I = {1, 2, ...,m})に固定して話を進める．
1節で定義したαに対して同伴直線束Lαを以下で定義する．

Lα := U(K)×Kerλ Cα → X(∆)

ここでCαはαの表現空間である．またLα の元は同値関係

[(z1, ...zm), v] = h · [(z1, ..., zm), v] := [(
m∏

k=n+1

h
−(b1k,v

1
k)

k z1, ...,
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k=n+1

h
−(bnk ,v

n
k )

k zn, hn+1zn+1, ..., hmzm, α(hn+1, ..., hm)v)]

による同値類である．

Lαに対して次の切断 sfを考える．

sf : X(∆) → U(K)×Kerλ Cα

(z1, ..., zm) 7→ [(z1, ..., zm), f(z1, ..., zm)]

ここでfは

f : U(K) → Cα

(z1, ..., zm) 7→
m∏
l=1

z
(pl,ql)
l (pl, ql ∈ Z, pl ≡ ql(mod2), pl ≥ 0, pl ≥ |ql|)

で次の関係式を満たすもの．

f((hn+1, ..., hm) · (z1, ..., zm)) = α(hn+1, ..., hm)f(z1, ...zm)

⇐⇒

f(
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h
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k
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注意. 5 条件 pl, ql ∈ Z, pl ≡ ql(mod2), pl ≥ 0, pl ≥ |ql|は各 zlの指数部分が常に非負整数となるための

ものである．

3. 主結果
命題. 6 (∗)を満たすfは有限個，すなわち切断 sfは有限個である．

証明の概略. fは単項式なので (∗)を満たすことは，両辺のhi, h̄i(i = n, ...,m+ 1)の指数部分がそれぞ

れ等しいことを示せばよい．実際に両辺を比較すると，

(
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これを整理して変数hn+1, ..., hmの指数部分を両辺比較すると，

− ⟨p, bk⟩+ pk = xk for k = n+ 1, ...,m

− ⟨q, vk⟩+ qk = yk for k = n+ 1, ...,m

ここで

p = (p1, ..., pn), bk = (b1k, ..., b
n
k )

q = (q1, ..., qn), vk = (v1k, ..., v
n
k )

である．また ⟨ , ⟩は通常の内積．

ただし

(h(b,v))(p,q) := h⟨(p,q),(b,v)⟩

で定義し，⟨(p, q), (b, v)⟩ = (
∑n

i=1 p
ibi,

∑n
i=1 q

ivi)であったことに注意．pi ≥ 0, pi ≥ |qi|なので piの有

限性が示せれば，qiの有限性も自動的に示される．以下，piを含む式のみに注目する．pi ≥ 0より

pk = xk + ⟨p, bk⟩ ≥ 0 for k = n+ 1, ...,m

従って

⟨p, bk⟩ ≥ −xk for k = n+ 1, ...,m

さらに今 b1, .., bnは標準基底でp ∈ (R≥0)
nより

⟨p, bk⟩ ≥ −xk for k = 1, ...,m

ただし，k = 1, ..., nに対してxk = 0とする．このとき次が示せれば良い．

補題. 7

P := {p ∈ Rn | ⟨p, bk⟩ ≥ −xk for k = 1, ...,m}

は有界．

この証明に関しては [[Ful93]P.67,Proposition]とほぼ同様なのでそちらを参照．

以上より p1, ..., pnが有限個である事が示せたので pn+1, ..., pmも有限個．従って先ほどの考察より

q1, ..., qmも有限個となる ■

X(∆)上の大域切断 sは sf達の線形結合であるから次を得る．

系. 8 良い位相的トーリック多様体X(∆)に対してその上の直線束Lαを2章で定義したものとする，こ

のとき大域切断 sの成す空間Γ(X(∆), Lα)は有限次元である．
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