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概要
一次元非対称単純排他過程（TASEP）とは，一次元格子上
を体積排除の効果を持つ多数の粒子が相互作用しながら非対称
に移動する簡単なモデルである．このモデルは，車や生物など
の自己駆動粒子の流れの解析において広く用いられている [1]．
ここではさらに途中の格子が空いている場合にはある確率で粒
子が吸着し，格子が粒子で埋まっている場合にはある確率で脱
着するようなメカニズム（Langmuir Kinetics）を加えたモデ
ル（TASEP-LK）の動力学について考察を行う．

1 TASEP-LKの定常状態
TASEP-LKの定常状態についてはM. R. Evans et al. で研
究されている [2]．彼らの論文では前方のセルが状態 0 のとき
は，確率 1で前方に進むと仮定しているが，ここでは一般化し
て確率 pで前に進むものとしてまとめる．
ここでは，セル数が Nの 1次元開放系を考える．各セルは，

0 または 1 を取ることとする．各セルの状態変数を τi とする
と以下のとおりである．

τi = 0 or 1.

もし前方のセルが 0 であれば確率 p で前方のセルへ移るこ
とができるとする．さらに，セルが 0のとき，確率 ωA で 1に
変わり，セルが 1のとき確率 ωD で 0に変わるものとする．こ
のとき，ωA は吸着，ωD は脱着を表していると考えることがで
きる．

1 0
p−−→ 0 1.

∗ 0
ωA−−→ ∗ 1.

1 ∗ ωD−−→ 0 ∗ .

さらに，境界部分には他と異なる仮定を置く．一番左のセル
は，確率 αで 0から 1へ変化するとし，確率 ωA は考えないこ
ととする．

0
α−−→ 1.

一番右のセルは，確率 β で 1 から 0 へ変化するとし，確率
ωD は考えないこととする．

1
β−−→ 0.

セル i（1 < i < N）の平均的な状態確率密度 < τi >の時間
変化は以下のとおり表すことができる．たたし，<・>はある

分布における期待値を表す．

∂ < τi >

∂t
= p < τi−1(1− τi) > −p < τi(1− τi+1) >

+ωA < 1− τi > −ωD < τi > . (1)

また，境界では以下のようになる．

∂ < τ1 >

∂t
= −p < τ1(1− τ2) > +α < 1− τ1 > −ωD < τ1 > .

∂ < τN >

∂t
= p < τN−1(1− τN ) > +ωA < 1− τN > −β < τN > .

N を大きくとり，平均場近似を行う．つまり，< τi(1 −
τi+1) > を < τi−1 > (1− < τi >) と置き換えて次の式を用
いる．

< τi±1 >= ρ(x)± 1

N

∂ρ

∂x
+ . . . .

(1)は以下のようになる．

∂ρ

∂τ
= −p(1− 2ρ)

∂ρ

∂x
+ ωDN(K − ρ(K + 1)).

ただし，τ = t
N 及び K = ωA

ωD
とした．ここで得られた偏

微分方程式は良く知られた形をしているので以下のことがわ
かる．

dx

dτ
= p(1− 2ρ).

dρ

dτ
= ωDN(K − (K + 1)ρ).

K = 1とすると以下のようになる．

∂ρ

∂τ
= −p(1− 2ρ)

∂ρ

∂x
+ ωN(1− 2ρ). (2)

dx

dτ
= p(1− 2ρ).

dρ

dτ
= ωN(1− 2ρ).

ただし，ω = ωA = ωD とした．
さらに, 定常状態の下でこの式を解く．つまり, (2)を次のよ
うに考える．

0 = (1− 2ρ)(ωN − p
∂ρ

∂x
).

これは簡単に解くことができ，ρ = 1
2 ,

ωN
p xとなる．

このモデルは，領域 α < 1
2p, β < 1

2pの一部で衝撃波が発
生することが知られている．ここで言う衝撃波は一次元サイト
の状態 1の密度差が不連続になる点のことを言う．また，衝撃
波の速さ v は以下のようになることが知られている．

v =
ρr(1− ρr)− ρl(1− ρl)

ρr − ρl
= 1− ρl − ρr.



ただし，ここではセルの左側の密度を ρl，右側の密度を ρr と
した．定常状態では衝撃波の速さは 0になるので ρr = 1 − ρl

という等式が成り立つことがわかる．
次に，衝撃波の位置を求める．(2)を xについて両側から解
く．(2)は，

∂x

∂ρ
=

p

ωN
,

となるので，

x =

∫ ρl(x)

α

p

ωN
dρ,

=
p

ωN
(ρl(x)− α),

となる．また，

1− x =

∫ 1−β

ρr(x)

p

ωN
dρ,

=
p

ωN
(1− β − ρr(x)),

となる．衝撃波の位置 xSW を求めるため，これらの式と
ρr = 1− ρl を用いて xについて解くと，

xSW =
p(β − α)

2ωN
+

1

2
,

が得られる．境界の確率が同じ (α = β)であるとすると，

xSW =
1

2
,

となることがわかる．つまり，境界の確率が同じで，吸着
ωA と脱着 ωD が等しい際の定常状態では，衝撃波の位置は平
均的に 1次元サイトの中央に現れることがわかる．境界の確率
が同じ (α = β) であるとすると，確率 p で前方に進むという
条件は衝撃波の位置に影響しないことがわかる．逆に，境界の
確率を変更すると確率 pによる効果が現れ，衝撃波の位置が変
わることがわかる．

2 TASEP-LKの非定常状態
ここでは上記で考察した TASEP-LKの非定常状態について
取り上げる．特に非定常状態から定常状態へ移行するまでの時
間について考察する．境界条件を変更した際に非定常状態から
定常状態への移行時間がどのように変化するかを捉える．モデ
ルの長さが一般の場合について考察することは難しいため，こ
こでは 3セルの TASEP-LKに限ってまとめる．
2.1 確率推移行列
3セル TASEP-LKの確率推移行列を求める．全てのセルの
状態は以下の 8パターンである．

P1 =

0
0
0

 P2 =

0
0
1

 P3 =

0
1
0

 P4 =

1
0
0


P5 =

0
1
1

 P6 =

1
0
1

 P7 =

1
1
0

 P8 =

1
1
1


確率推移行列を考える上で状態推移のアップデート方法は以
下のとおりとする．

1. 各セルの状態から ωA 及び ωD を考える．
2. 各セルの状態から α，β 及び pを考える．

これらの状態推移を確率推移行列として表現すると以下のよ
うになる．なお，立式の手順を確認し易くするため同類項をま
とめずに記載する．



P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

P1 w11 w12 w13 w14 w15 w16 w17 w18

P2 w21 w22 w23 w24 w25 w26 w27 w28

P3 w31 w32 w33 w34 w35 w36 w37 w38

P4 w41 w42 w43 w44 w45 w46 w47 w48

P5 w51 w52 w53 w54 w55 w56 w57 w58

P6 w61 w62 w63 w64 w65 w66 w67 w68

P7 w71 w72 w73 w74 w75 w76 w77 w78

P8 w81 w82 w83 w84 w85 w86 w87 w88




w11

w21

w31

w41

w51

w61

w71

w81


=



(1− α)(1− ωA)(1− ωA)
α(1− ωA)(1− ωA)
(1− α)ωA(1− ωA)
(1− α)(1− ωA)ωA

αωA(1− ωA)
α(1− ωA)ωA

(1− α)ωAωA

αωAωA




w12

w22

w32

w42

w52

w62

w72

w82


=



ωD(1− ωA)(1− ωA)
(1− ωD)(1− p)(1− ωA)(1− ωA)

ωDωA(1− ωA) + (1− ωD)p(1− ωA)(1− ωA)
ωD(1− ωA)ωA

(1− ωD)ωA(1− ωA)
(1− ωD)(1− p)(1− ωA)ωA

ωDωAωA + (1− ωD)p(1− ωA)ωA

(1− ωD)ωAωA




w13

w23

w33

w43

w53

w63

w73

w83


=



(1− α)ωD(1− ωA)
αωD(1− ωA)

(1− α)(1− ωD)(1− p)(1− ωA)
(1− α)ωDωA + (1− α)(1− ωD)p(1− ωA)

α(1− ωD)(1− p)(1− ωA)
αωDωA + α(1− ωD)p(1− ωA)

(1− α)(1− ωD)ωA

α(1− ωD)ωA




w14

w24

w34

w44

w54

w64

w74

w84


=



(1− α)(1− ωA)β
α(1− ωA)β
(1− α)ωAβ

(1− α)(1− ωA)(1− β)
αωAβ

α(1− ωA)(1− β)
(1− α)ωA(1− β)

αωA(1− β)




w15

w25

w35

w45

w55

w65

w75

w85


=



ωDωD(1− ωA)
(1− ωD)ωD(1− ωA)

ωD(1− ωD)(1− p)(1− ωA)
ωD(1− ωD)p(1− ωA) + ωDωDωA

(1− ωD)(1− ωD)(1− p)(1− ωA)
(1− ωD)(1− ωD)p(1− ωA) + (1− ωD)ωDωA

ωD(1− ωD)ωA

(1− ωD)(1− ωD)ωA







w16

w26

w36

w46

w56

w66

w76

w86


=



ωD(1− ωA)β
(1− ωD)(1− p)(1− ωA)β

ωDωAβ + (1− ωD)p(1− ωA)β
ωD(1− ωA)(1− β)

(1− ωD)ωAβ
(1− ωD)(1− p)(1− ωA)(1− β)

ωDωA(1− β) + (1− ωD)p(1− ωA)(1− β)
(1− ωD)ωA(1− β)




w17

w27

w37

w47

w57

w67

w77

w87


=



(1− α)ωDβ
αωDβ

(1− α)(1− ωD)β
(1− α)ωD(1− β)

α(1− ωD)β
αωD(1− β)

(1− α)(1− ωD)(1− β)
α(1− ωD)(1− β)




w18

w28

w38

w48

w58

w68

w78

w88


=



ωDωDβ
(1− ωD)ωDβ
ωD(1− ωD)β
ωDωD(1− β)

(1− ωD)(1− ωD)β
(1− ωD)ωD(1− β)
ωD(1− ωD)(1− β)

(1− ωD)(1− ωD)(1− β)


2.2 緩和時間
緩和時間とは，非定常状態から定常状態に移行する時間であ
る．ここでは，絶対値最大の固有ベクトルを求める方法につい
て述べ，確率推移行列の第 2固有値と緩和時間の関係を示す．

記号 2.1

A ∈ R :対角化可能な行列．
λ1, λ2, . . . λn : Aの固有値 s.t. |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| ≥ 0．

tx1,
tx2, . . .

txn :各固有値に対する左固有値ベクトル.

定義 2.1（左固有ベクトル）

tA : Aの転置行列．
λi :

tAの固有値, 1 ≤ i ≤ n．
xi :固有値λiの固有ベクトル.

このとき，次の txi を行列Aの左固有ベクトルと呼ぶ．

tAxi = λixi ⇐⇒ txiA = λi
txi.

さて，Aは対角化可能なので，初期ベクトル tvをAの固有
ベクトルの線形結合で表すことができる．

tv = v1
tx1 + v2

tx2 + · · ·+ vn
txn, v1, v2, . . . vn ∈ R.

この両辺にAk を掛けると，

tvAk = v1
tx1A

k + v2
tx2A

k + · · ·+ vn
txnA

k,

= v1λ
k
1
tx1 + v2λ

k
2
tx2 + · · ·+ vnλ

k
n
txn,

= λk
1

(
v1

tx1 + v2

(λ2

λ1

)k
tx2 + · · ·+ vn

(λn

λ1

)k
txn

)
.

となる．|λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| ≥ 0 より，(
λ2

λ1

)k

, . . . ,
(

λn

λ1

)k

の値は k が大きくなるにつれて 0 に近
づく．よって，絶対値最大の固有ベクトルは以下のように示さ
れる．

1

v1
tv
( 1

λ1
A
)k

−→ x1, (k −→ ∞).

ここで考えている行列は確率推移行列である．それぞれの列
の和が 1になるため，ペロン=フロベニウスの定理より最大固
有値は 1 になることが知られている．つまり固有値 1 におけ
る固有ベクトルがモデルの定常状態を表していることがわか
る．さらに上で述べた手順から緩和時間についても情報が得ら
れる．最大固有値の固有ベクトルに収束するスピードに最も影
響する項が 2番目に大きい固有値の項である．つまり，第 2固
有値が大きいほど収束は遅く，小さいほど収束が速いことを表
している．
2.3 数値計算例
ここでは境界の確率 α 及び β を変化させたときの以下 2つ
の場合の第 2固有値の計算結果を示す．吸脱着がある場合と無
い場合を比較する．

• TASEP, p=1．
• TASEP-LK, p=1, ωA = ωD = 0.05．

一方で第 2 固有値が 0 に収束するステップ数 n を求める．
ここでは y = 10−30 以下になるステップ数を緩和時間と定義
する．ここで定義された緩和時間は以下のように求めることが
できる．

y = λn
2 , n =

log y

log λ2
.

記号 2.2 α1 : α = 0.1, α2 : α = 0.2, α3 : α = 0.3, α4 :

α = 0.4, α5 : α = 0.5, α6 : α = 0.6, α7 : α = 0.7, β1 :

β = 0.1, β2 : β = 0.2, β3 : β = 0.3, β4 : β = 0.4, β5 : β =

0.5, β6 : β = 0.6, β7 : β = 0.7．

2.3.1 TASEP, p=1

◦ 第 2固有値



α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

β1 0.941 0.899 0.843 0.778 0.707 0.629 0.544

β2 0.899 0.882 0.844 0.795 0.736 0.669 0.593

β3 0.843 0.844 0.821 0.785 0.737 0.679 0.610

β4 0.778 0.795 0.785 0.759 0.721 0.672 0.611

β5 0.707 0.736 0.737 0.721 0.692 0.652 0.599

β6 0.629 0.669 0.679 0.672 0.652 0.619 0.575

β7 0.544 0.593 0.610 0.611 0.599 0.575 0.538


◦ 緩和時間





α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

β1 1142.5 651.8 404.4 275.2 198.9 149.0 113.6

β2 651.8 550.5 408.3 300.9 225.7 172.0 132.1

β3 404.4 408.3 351.2 284.6 226.2 178.5 140.0

β4 275.2 300.9 284.6 249.9 210.8 173.6 140.2

β5 198.9 225.7 226.2 210.8 187.5 161.2 134.6

β6 149.0 172.0 178.5 173.6 161.2 144.2 124.7

β7 113.6 132.1 140.0 140.2 134.6 124.7 111.4


2.3.2 TASEP-LK, p=1, ωA = ωD=0.05

◦ 第 2固有値



α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

β1 0.872 0.834 0.784 0.728 0.668 0.604 0.536

β2 0.834 0.812 0.776 0.731 0.679 0.621 0.556

β3 0.784 0.776 0.750 0.714 0.670 0.618 0.557

β4 0.728 0.731 0.714 0.686 0.649 0.603 0.547

β5 0.668 0.679 0.670 0.649 0.618 0.579 0.529

β6 0.604 0.621 0.618 0.603 0.579 0.545 0.501

β7 0.536 0.556 0.557 0.547 0.529 0.501 0.463


◦ 緩和時間



α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

β1 504.1 379.4 284.1 218.0 171.3 137.1 110.8

β2 379.4 331.6 272.0 220.1 178.3 144.9 117.7

β3 284.1 272.0 240.2 205.1 172.4 143.5 118.2

β4 218.0 220.1 205.1 183.2 159.7 136.6 114.6

β5 171.3 178.3 172.4 159.7 143.7 126.3 108.3

β6 137.1 144.9 143.5 136.6 126.3 113.9 99.9

β7 110.8 117.7 118.2 114.6 108.3 99.9 89.6



TASEP及び TASEP-LKの緩和時間を比べると吸脱着を導
入した方が緩和時間が短くなることがわかる．吸脱着の導入に
より収束が速くなることは直感的にも納得できる結果である．
また，片側の境界 αの確率を大きくしていくほど緩和時間の減
衰は指数関数的な減衰より緩やかになることがわかる．

図 1 TASEP, p=1, 緩和時間

図 2 TASEP-LK, p=1, 緩和時間

図 3 β = 0.1, 横軸: α− β, 縦軸: 緩和時間

3 結論
ここでは TASEP-LKについてまとめた．特に，3セルとい
う最小のモデルを使って境界条件と緩和時間の関係を考察し
た．しかし，ここで述べたモデルは長さが短いため境界条件の
影響を大きく受けている．そのため，一般の長さのモデルにつ
いても類似した結果が得られるのかどうか分析する必要があ
る．定常状態だけではなく，非定常状態についても詳しく分析
することでモデルから現象の特徴をより正確に捉えることがで
きると考えられる．
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