
解析的捩率と保型形式

吉川謙一（京都大学）

この文章では, 解析的捩率から構成される 3次元 Calabi-Yau多様体の不
変量（BCOV不変量）とその不変量がミラー対称性において果す役割を復習
した後, ミラー対称性の帰結として対称有界領域で助変数付けされる 3次元
Calabi-Yau多様体族には無限積展開を持つ保型形式が自然に付随すると期待
される事を説明する. 例として, 例外型Borcea-Voisin多様体の場合を述べた.
対応する保型形式がDel Pezzo曲面のKählerモジュライ上の保型形式である
事から, 例外型 Borcea-Voisin多様体のミラーがDel Pezzo曲面と楕円曲線の
直積である事が期待される.
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1. BCOV予想 — 楕円曲線に対するミラー対称性予想
1.1. Calabi-Yau多様体.

Definition 1. 連結コンパクト n次元Kähler多様体X が Calabi-Yau ()

• KX := ⌦n
X
⇠= OX • Hq(X,OX) = 0 (0 < q < n).

Fact 2. n次元 Calabi-Yau多様体に対して, 以下の事実が知られている.

• Calabi-Yau多様体の各Kähler類 [!]は唯一の Ricci-平坦Kähler形式
を含む. ここで, Kähler形式 ! =

p
�1
P

i,j gij̄dzi ^ dz̄j が Ricci平坦
であるとは, 以下の Ricci平坦方程式が成り立つ事である:

Ric ! = �
p
�1
2⇡

@@̄ log det(gij̄) = 0.

• n 6= 2ならば, Calabi-Yau多様体は射影的である.
• n � 3ならば, n次元 Calabi-Yau多様体の位相型は一意的ではない.
• Calabi-Yau多様体の倉西空間は非特異である.
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1.2. BCOV不変量. (M, gM =
P

i,j gij̄dzi⌦dz̄j)をコンパクトn次元Kähler
多様体, Ap,q

M をM 上の (p, q)-形式全体とする時, Ap,q
M に作用するラプラシア

ンが次の式で定義される:

⇤p,q = 2(@̄@̄⇤ + @̄⇤@̄) = �2
X
i,j

gij̄ @2

@zi@z̄j
+ 1階微分作用素

ラプラシアン⇤p,qのゼータ関数 ⇣p,q(s)を以下の式で定義する:

⇣p,q(s) :=
X

�2�(⇤p,q)\{0}
��s dim E(�,⇤p,q).

ただし, �(⇤p,q) ⇢ R�0 は ⇤p,q の固有値全体の集合であり, E(�,⇤p,q)は固
有値 �に対する ⇤p,q の固有空間である. ⇤p,q がコンパクト多様体上の強楕
円型偏微分作用素である事から, �(⇤p,q)は R�0 の離散部分集合であり, 各
E(�,⇤p,q)は有限次元である.

Fact 3. ⇣p,q(s)は<s > nの時に絶対収束し, C上の有理型関数に解析接続さ
れ, s = 0において正則である.

この事実から, 実数 ⇣ 0p,q(0)が定義される.

Definition 4 ([2], [5]). Xを 3次元Calabi-Yau多様体とし, �をX上のRicci
平坦Kähler形式とする. X上の (p, q)-形式に作用するラプラシアンのスペク
トル・ゼータ関数を ⇣p,q(s)とする時, 以下の実数をXのBCOV不変量と言う

⌧BCOV(X) :=
Vol(X, �)

�(X)
12 �3

VolL2(H2(X,Z), [�])
exp

2
4� X

p,q�0

(�1)p+qpq ⇣ 0p,q(0)

3
5 .

ここで, �(X)はX の位相的 Euler数であり, VolL2(H2(X,Z), [�]) は（調和
形式とコホモロジーを同一視する事により得られるH2(X,R)上の計量に関
する）実トーラスH2(X,R)/H2(X,Z)の体積である.

Fact 5 ([5]). ⌧BCOV(X)はRicci平坦Kähler計量に依らず, Xの複素構造の
みから定まるX の不変量である.

この事実から, ⌧BCOVを 3次元Calabi-Yau多様体のモジュライ空間上の関
数と見なす事ができる.

1.3. A-model — 種数 1振幅関数. 3次元 Calabi-Yau多様体 X に対して,
Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafaは以下の形式的無限積を複素Kähler錐

H2(X,R)/H2(X,Z) + iKX

上に導入した [1], [2]: t 2 H2(X,R) + iKX に対して, qd := e2⇡ihd,tiとする時,

F top
1 (q) := qc_2 /24

Y
d2H2(X,Z)\{0}

(1� qd)n0(d)/12
Y
k>0

(1� qkd)n1(d).

ただし, ng(d)は種数 gインスタントン数であり, c_2 2 H2(X,Z)はX の第 2
Chern類 c2(X) 2 H4(X,Z)の Poincaré双対である.
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論文や本によっては, ng(d)をGromov-Witten不変量と書いているものも
ある. ここでは, Zingerの論文 [10]に従い, 上の式に現れた ng(d)をインスタ
ントン数と呼び, Gromov-Witten不変量をNg(d)で表す. Zingerの論文 [10]
のAppendix Bにある関係式を筆者が正しく理解しているとすれば, インスタ
ントン数とGromov-Witten不変量の関係は一般に以下の式で与えられると推
測される:

X
d2H2(X,Z)\{0}

N0(d)qd(log qd)3 =
X

d2H2(X,Z)\{0}
n0(d)

qd

1� qd
(log qd)3,

X
d2H2(X,Z)\{0}

N1(d)qd =
X

d2H2(X,Z)\{0}
n1(d)

X
k>0

log(1� qkd)

+
1
12

X
d2H2(X,Z)\{0}

n0(d) log(1� qd).

（これらの関係式は Zingerの論文にある公式 [10, (B.2), (B.11)]から一般の場
合を類推したものであり, 間違っているかもしれません.）

1.4. B-model — BCOV不変量. ミラー対称性予想によれば, 3次元Calabi-
Yau多様体Xに対して, そのミラー族 ⇡ : X_ ! Soの存在が予想されている.
BCOV予想の定式化に必要なので, ミラー族を復習する.

1.5. 極大冪単族と標準座標. ⇡ : Yo ! So を 3次元 Calabi-Yau多様体のス
ムーズ族とする. ただし, So ⇠= (�⇤)nであり, この族の一般ファイバーを Ys,
s 2 Soとする時, n = h1,2(Ys)を仮定する. さらに,族⇡ : Yo ! SoがMorrison
[8] の意味で極大冪単族 (maximally unipotent)または大複素構造極限 (large
complex structure limit) であると仮定する. この時, H3(Ys,Z)の整シンプレ
クティック基底 {A0, . . . , An, B0, . . . , Bn}で, 以下の性質を充たすものが存在
する [7]:

• 族 ⇡ : Yo ! Soから定まるH3(Ys,Q)のモノドロミー篩を S0 ⇢ · · · ⇢
S6とする時, S2k = S2k+1であり,

B0 2 S0, B1, . . . , Bn 2 S2, A1, . . . , An 2 S4, A0 2 S6 = H3(Ys,Q).

• B0は全ての ⇡1(So)の元の作用に対して不変なホモロジー類.
族 ⇡ : Yo ! Soの相対正則 3-形式を {⌅s}s2Soとする時, So上の標準座標を以
下の写像として定義する

M : So 3 s !
 

exp

 
2⇡
p
�1

R
B1

⌅sR
B0

⌅s

!
, . . . , exp

 
2⇡
p
�1

R
Bn

⌅sR
B0

⌅s

!!
2 (�⇤)n.

M が So上の座標系を与える事が知られており, So上の標準座標と呼ばれる.
以下, qiを次式で定める

qi := exp

 
2⇡
p
�1

R
Bi

⌅sR
B0

⌅s

!
(i = 1, . . . , n).
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1.6. 有理曲線の数え上げに関するミラー対称性予想. X と So は上と同様と
し, 3次元 Calabi-Yau多様体の族 ⇡ : X_ ! So が, 以下の性質を充たすと仮
定する:

(i) h1,1(X) = h1,2(X_
s ), h1,2(X) = h1,1(X_

s ). ただし, X_
s = ⇡�1(s).

(ii) ⇡ : X_ ! Soは極大冪単族.

Definition 6. 族 ⇡ : X_ ! SoがXのミラー族であるとは, 上記条件 (i), (ii)
が充たされ, さらに標準座標によるH2(X,R)/H2(X,Z) + iKX と Soの同一
視（ミラー写像）

(e2⇡it1 , . . . , e2⇡ith1,1 ) = (q1, . . . , qh1,2
_

).

の下で, 以下の等式が任意の ↵,�, �に対して成り立つ事である:

(e↵, e�, e�) +
X

d2H2(X,Z)\{0}

n0(d) qd

1� qd
hd, e↵ihd, e�ihd, e�i

=

R
X_

s
⌅s ^ (r2⇡iq↵

@
@q↵
r2⇡iq�

@
@q�

r2⇡iq�
@

@q�
⌅s)

(
R
B0

⌅s)2
.

ただし, h1,1 = h1,1(X), h1,2
_ = h1,2(X_

s )であり, rはGauss-Manin接続であ
る.　右辺は相対正則 3-形式 ⌅sの選び方に依らない事に注意する.

1.7. 楕円曲線に対するミラー対称性予想.

Conjecture 7 (Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa). X を 3次元 Calabi-Yau多
様体, ⇡ : X_ ! So をそのミラー族とすれば, So上の関数として以下の等式が
（定数倍を除いて）成り立つ:

⌧BCOV(X_
s ) = |F top

1 (q)|4·

������
 

⌅sR
B0

⌅s

!3+h1,2
_ +�_

12

⌦
 

q1
@

@q1
^ · · · ^ qh1,2

_

@

@qh1,2
_

!������
2

.

ただし, h1,2
_ , �_はそれぞれ ⇡ : X_ ! Soの一般ファイバーの (1, 2) Hodge数

と位相的Euler数であり, ⌅sと @
@q1
^ · · ·^ @

@q
h
1,2
_
の長さはそれぞれL2-計量と

Weil-Petersson計量で計測される. 特に, F top
1 (q)は原点の近傍で収束する.

筆者の知る限り, この予想が確認された例は 5次超曲面（Aモデル）[10] と
ミラー 5次超曲面（Bモデル）[5]の組だけである.

1.8. 無限積展開を持つ保型形式とBCOV予想. ⇡ : (Y, L) ! Sを偏極 3次元
Calabi-Yau多様体のスムーズ族とし, その小平-Spencer写像は Sの一般の点
で同型であると仮定する. ⌦を有界対称領域の管状領域表示とし, � ⇢ Aut(⌦)
を算術群とする. 以下の条件 (C1), (C2), (C3)を考える:

(C1) Sは �\⌦の Zariski開集合に同型.
(C2) S上のWeil-Petersson計量 !WPは �\⌦上のBergman計量 !⌦に一致

する:
!WP = !⌦.
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ただし, ⌦が既約でない時は, 右辺は⌦の各既約成分のBergman計量
の適当な整係数線形結合と理解する.

(C3) 以下の条件を充たす 3次元Calabi-Yau多様体X が存在する.
– H2(X,R) + iKX は ⌦の開部分領域.
– �\⌦の尖点の近傍において ⇡ : Y ! SはX のミラー族である.
– ミラー写像の逆M�1 � exp(2⇡i(·))は複素Kähler錐H2(X,R) +

iKX に拡張され, モジュラー射影の制限に一致する. つまり, 次
の図式は可換になる

H2(X,R) + iKX
M�1�exp(2⇡i(·))����������! S

◆

??y ??y◆

⌦ ����!
⇧

�\⌦

ただし, ◆は包含写像を表し, ⇧ は自然な射影を表す.
S上の関数 ⌧BCOV(Y/S)を以下の式で定める

⌧BCOV(Y/S)(s) := ⌧BCOV(Ys), s 2 S.

筆者は最近以下の定理を得た.

Theorem 8. 条件 (C1), (C2)の下で, �に関する⌦上の（有理型）保型形式
 Y/S が存在して, 以下の等式が成り立つ

⌧BCOV(Y/S) = k Y/Sk, div( Y/S) ⇢ ⌦ \⇧�1(S).

この定理と BCOV予想から, 以下の観察が従う.

Observation 9. 条件 (C1), (C2), (C3)と BCOV予想を仮定すれば, 保型形
式  Y/S はH2(X,R) + iKX の無限遠点 +i1に対応した尖点の近傍で無限
積展開を持つ. この意味で, BCOV予想は Borcherds積の拡張を導く.

これらの条件 (C1), (C2), (C3)のすべてが充たされる例は非常に稀である
が, 少なくとも (C1), (C2) に関しては筆者の知る限り何個かの例が存在する
ので, その例を解説する.

Definition 10. (1) SをK3曲面とし, ✓ : S ! Sを反シンプレクティック
正則対合とする. T を楕円曲線とし, X(S,✓,T )を以下のように定める:

X(S,✓,T ) := Bl⌃
✓

S ⇥ T

✓ ⇥ (�1T )

◆
, ⌃ := Sing

✓
S ⇥ T

✓ ⇥ (�1T )

◆
.

この時, X(S,✓,T )は 3次元Calabi-Yau多様体であり, Borcea-Voisin多
様体と呼ばれる.

(2) Borcea-Voisin多様体X(S,✓,T )の型を以下の格子として定める:

H2
�(S,Z) := {` 2 H2(S,Z); ✓⇤(`) = �`} ⇢ LK3 := U�3 � E�2

8 .

ここで, Uは符号 (1, 1)の偶ユニモジュラー格子であり, E8は符号 (0, 8)
の偶ユニモジュラー格子である.
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(3) Del Pezzo曲面 V に対して, 格子H(V,Z)(2)を以下の式で定める:

H(V,Z)(2) := (H(V,Z), 2h·, ·iMukai).

ただし, h·, ·iMukai は H(V,Z) 上の向井ペアリングである. Borcea–
Voisin多様体はその型が H(V,Z)(2)で与えられる時, 例外型と呼ば
れる.

Remark 11. 上の (3)の Borcea-Voisin多様体を例外型と呼ぶのは以下の理由
による.

(1) Borcea-Voisinによるミラー構成法X_
(S,✓,T ) := X(S_,✓_,T_) は, X(S,✓,T )

が例外型の時に機能しない. その結果, 例外型の場合にはX(S,✓,T )のミ
ラーの存在は知られていない. （ここで言うミラーとは, 第 1.6節の条
件 (i)を充たす 3次元Calabi-Yau多様体を意味する.）

(2) X(S,✓,T ) が例外型ならば, その小変形もまた Borcea-Voisin 多様体で
ある.

(3) 逆に, X(S,✓,T )の任意の小変形がBorcea-Voisin多様体ならば, X(S,✓,T )

は例外型か又は S/✓は Enriques曲面である. （後者の Calabi-Yau多
様体を FHSVモデルと言う.）

(2), (3)は, 任意の小変形が Borcea-Voisinである Borcea-Voisin多様体は
例外型か FHSVモデルに限る事を述べている. 例外型 Borcea-Voisin多様体
やFHSVモデルに対して, 条件 (C1), (C2)を確かめる事ができる. 特に, それ
らの BCOV不変量に付随する保型形式がモジュライ空間上に存在する.

Problem 12. 例外型 Borcea-Voisin多様体に対して, ⌧BCOV から定まるモ
ジュライ空間上の保型形式は無限積展開を持つか?

BCOV予想が正しければ, 上の問いに対する答えは肯定的なはずである.

2. Del Pezzo曲面のKählerモジュライ上の或るBorcherds積
上の問に答えるために, Del Pezzo曲面のKählerモジュライ上に或る保型

形式を無限積として導入する.

Definition 13. コンパクト連結複素曲面 V は, 反標準束K�1
V が豊富な時Del

Pezzo曲面と呼ばれる.

Fact 14. Del Pezzo曲面 V はP2の一般の位置にある高々8点までの点のブ
ローアップか又はP1⇥P1である. Del Pezzo曲面の次数をdeg V := c1(V )2 2
{1, . . . , 9}で定める.

Notation 以下の記号を用いる.
• C+

V ⇢ H2(V,R) : 双曲ベクトル空間H2(V,R)の正錐で c1(V )を含む
成分

• KV ⇢ H2(V,R) : V のKähler錐=) KV ⇢ C+
V

• E↵(V ) ⇢ H2(V,Z) : V の有効因子類
• W (1)(V ) ⇢ O(H2(V,Z)) : V の第一種例外曲線の因子類が定める鏡映
で生成されるH2(V,Z)上の鏡映群.
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H(V,Z)を以下の二次形式（向井ペアリング）の入った格子と見る:

(↵0,↵2,↵4)2 =
Z

V
(↵2)2 � 2↵0↵4, ↵i 2 H2i(V,Z).

Definition 15. 条件 q(V ) = pg(V ) = 0を充たす複素曲面 V に対して, 以下
の IV型Hermite対称領域（の二つのコピー）⌦V を対応させる:

⌦V := {[⌘] 2 P(H(V,C)); h⌘, ⌘i = 0, h⌘, ⌘̄i > 0}.

⌦V は二つの連結成分から成り, その一つを⌦+
V で表す. V のKählerモジュラ

イを以下の直交型モジュラー多様体として定める:

KM(V ) := O+(H(V,Z))\⌦+
V .

ただし, O+(H(V,Z))は⌦V の連結成分を保つO(H(V,Z))（格子H(V,Z)の
自己同型群）の指数 2の部分群である. 指数写像

exp: H2(V,R) +
p
�1C+

V 3 ! ! [exp(!)] =
h
1 + ! +

! ^ !

2

i
2 ⌦V

により与えられる複素多様体の同型は, Kählerモジュライの一意化を与える:

exp: H2(V,R) +
p
�1C+

V ! KM(V ).

Definition 16. H2(V,R) +
p
�1KV 上の形式的無限積 �V (z)を以下の式で

定める:

�V (z) := e⇡
p
�1hc1(V ),zi

Y
↵2E↵(V )

⇣
1� e2⇡

p
�1h↵,zi

⌘c(0)deg V (↵2)

⇥
Y

�2E↵(V ), �/2⌘c1(V )/2 mod H2(V,Z)

⇣
1� e⇡

p
�1h�,zi

⌘c(1)deg V (�2/4)
.

ここで, 数列 {c(0)
k (`)}`2Z, {c(1)

k (`)}`2Z+k/4 は以下の母関数で定義される:

X
`2Z

c(0)
k (`) q` =

⌘(2⌧)8✓A1(⌧)k

⌘(⌧)8⌘(4⌧)8
,

X
`2 k

4 +Z

c(1)
k (`) q` = �8

⌘(4⌧)8✓A1+ 1
2
(⌧)k

⌘(2⌧)16
.

ただし, ✓A1+ ✏
2
(⌧) :=

P
n2Z q(n+✏/2)2 (✏ 2 {0, 1}) は一次元格子 h2iのテータ

関数であり, ⌘(⌧) := q1/24Q
n>0(1� qn)はDedekindエータ関数である.

Theorem 17 ([9]). 以下の主張が成り立つ.
(1) �V (z)はH2(V,R)+

p
�1C+

V 上の群O+(H(V,Z))に関する重さdeg V +
4の保型形式に解析接続され, その因子は以下の式で与えられる:

div �V =
X

�2H(V,Z), �2=�1

�? ⇢ ⌦V .
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(2) �V (z)は Lie型の整 Fourier展開を持つ:
�V (z) =X
w2W (1)(V )

detw {e⇡iw(c1(V ))·z �
X

r2H2(V,Z)\KV \{0}

m(r) e⇡iw(c1(V )+r)·z}

ここで, V の第一Chern類 c1(V )はH2(V,Z)のWeylベクトルであり,
m(r) 2 Zである. （最近, �V (z)の明示的なFourier展開がGritsenko
により与えられた.）

保型形式 �V (z)はアファインWeyl群の対称性を持つ. それを説明するた
めに, Kähler錐KV の自己同型群をAut(KV )で表す:

Aut(KV ) := {g 2 O(H2(V,Z)); g(KV ) = KV }.
Fact 18. Del Pezzo曲面 V に対して, 以下の条件を充たす ADE型ルート系
RV が一意的に存在する:

Aut(KV ) = W (RV ).

ここで, W (RV )はRV のWeyl群である. W (RV )と c1(V )? \H2(V,Z)で生
成されるO(H2(V,Z))の部分群fW (RV )はRV のアファインWeyl群である.

Theorem 19 ([9]). �V (z)はアファインWeyl群fW (RV )の作用で不変であ
る. 即ち, 任意の g 2 fW (RV )と任意の z 2 H2(V,R) +

p
�1KV に対して, 以

下の等式が成り立つ:
�V (g(z)) = �V (z).

ここで見た通り, �V (z)はDel Pezzo曲面のKählerモジュライ上の大変良
い保型形式であるが, その構成はDel Pezzo曲面の幾何学とどのように関係し
ているのか不明である. Del Pezzo曲面を用いた �V (z)の幾何学的構成は可
能であろうか？

3. Borcea-Voisin多様体のBCOV不変量
この節では, 例外型 Borcea-Voisin多様体の BCOV不変量が Del Pezzo曲

面のKählerモジュライ上の保型形式 �V (z)を用いて表示される事を見る.

3.1. 主結果.

Fact 20 ([9]). 対応

X(S,✓,T ) 7! ($(S, ✓),$(T )) 2 (KM(V ) \
[

�2H(V,Z), �2=�1

�?)⇥ (SL2(Z)\H)

により, 型H(V,Z)(2)の例外型 Borcea-Voisin多様体のモジュライ空間はモ
ジュラー多様体（の Zariski開集合）

KMo(V )⇥ (SL2(Z)\H).

に同型である. ただし,

$(S, ✓) 2 KMo(V ) := KM(V ) \
[

�2H(V,Z), �2=�1

�?
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は対合付きK3曲面 (S, ✓)の周期であり,

$(T ) 2 SL2(Z)\H
は楕円曲線 T の周期である.

BCOV予想で予言された通り, 例外型Borcea-Voisin多様体の BCOV不変
量が無限積展開を持つ保型形式で書ける.

Theorem 21 ([9]). V を次数が 1  deg V  6を充たすDel Pezzo曲面とす
る. この時, KMo(V )⇥ (SL2(Z)\H)上の関数の等式

⌧BCOV = k�V ⌦ ⌘24k2

が deg V のみに依存する定数倍を除いて成り立つ. ここで, k · kは保型形式の
Peterssonノルムを表す. つまり, 型H(V,Z)(2)を持つ任意の Borcea-Voisin
多様体X(S,✓,T )に対して, 以下の等式が（普遍定数を除き）成り立つ:

⌧BCOV(X(S,✓,T )) = k�V ($(S, ✓))k2 · k⌘24($(T ))k2.

この定理から, 例外型の Borcea-Voisin多様体のミラーは Del Pezzo曲面
と楕円曲線の直積であるかのように見える. もしこの仮説が正しければ, Del
Pezzo曲面と楕円曲線の直積（の適当な商？）の種数 0インスタントン数の母
関数と例外型の Borcea-Voisin多様体の湯川結合の等価性が従うはずである.
この主張（有理曲線の数え上げに関するミラー対称性）は成り立つのであろ
うか？
3.2. Del Pezzo曲面のブローアップと �V の擬引き戻し. Del Pezzo曲面に
付随する保型形式 �V (z)は相互に無関係という訳ではない. これらの保型形
式の相互関係を見る.

V をDel Pezzo曲面とし,
eV := Blp(V )

を V の一点 p 2 V におけるブローアップとする. eV がDel Pezzo曲面ならば,
以下のモジュラー多様体の包含が存在する:

KM(V ) ⇢判別式軌跡 = O+(H2(eV ,Z))\
[

�2H2(V,Z), �2=�1

�? ⇢ KM(eV ).

このモジュラー多様体の包含に関して, 保型形式 �V と �eV の関係は以下の様
に与えられる.

Theorem 22. 以下の主張が成立する:
• V が次数 deg V > 1のDel Pezzo曲面ならば,

�V = �eVのKM(V )への擬引き戻し.

• V が次数 deg V = 1の Del Pezzo曲面ならば, 自然な包含 KM(V ) ⇢
KM(Enr)が存在して,

�V = �EnrのKM(V )への擬引き戻し.

ここで, KM(Enr)はEnriques曲面のKählerモジュライであり, �Enr

は Borcherds �-関数である.
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上の定理で現れた保型形式の擬引き戻しとは以下の操作の事である.

Definition 23.  (z)が IV型領域 ⌦上の群 � ⇢ Aut(⌦)に関する保型形式
で, ⌦0 ⇢ ⌦が線形部分空間の時, ⌦0上の保型形式

e |⌦0(z) :=
 (z)Q

div( )�r?, r?�⌦0(r, z)mult(r)

�����
⌦0

を の ⌦0への擬引き戻しと言う.

要するに,  (z)の自明な零因子を全て取り除いた後で (z)を ⌦0に制限す
る操作が擬引き戻しである.

上の定理の状況は以下の図式に表される:
KM(Enr) � KM(delP1) � · · · � KM(delP8) � KM(P2)
�Enr ! �delP1 ! · · · ! �delP8 ! �P2

ここで, 包含はモジュラー多様体を判別式因子として埋め込む事を表し, 矢線
は保型形式の擬引き戻しを表す. 又, KM(delPd)は次数 dのDel Pezzo曲面の
Kählerモジュライを表す. この図式から, Enriques曲面に付随するBorcherds
�-関数が親玉として存在していて, 他の Del Pezzo曲面に対応する �V (z)は
本質的にそこから得られる.

Remark 24. P1 ⇥ P1の Kählerモジュライを含めて定理が成り立つので, 本
来ならばKM(P1 ⇥P1) と対応する保型形式 ⌘(�)24⌘(⌧)24も図式に記入すべ
きであるが, 筆者の力不足のため割愛した.

3.3. �V (z)のFourier展開. 最近, �V (z)の明示的なFourier展開がGritsenko
により与えられた. 以下, Dkにより, 負定値Dk格子を表す.

Theorem 25 ([6]). k := 8� deg V と置く. 二次形式付きベクトル空間の同
一視 (U� Dk)⌦C ⇠= H2(V,C)の下で, �V (z)は以下の Fourier展開を持つ:

�V (z) =
X

n,m2Z>0

X
`2D_k

X
d|(n,`,m)

✓
�4
2`/d

◆
d11�k⌧24�3k

✓
2nm� `2

2d2

◆

⇥ exp(2⇡
p
�1(nu + (`, zk) + mv)).

ここで, (u, v)はUの座標であり, zk = (z1, . . . , zk)はD_
k の座標である. 記号

d|(n, `,m)により, 整数 dがベクトル (n, `,m) 2 U � D_
k の（全ての成分の）

因子である事を意味し, 数列 {⌧3m(n)}は母関数 ⌘(⌧)3mにより定義される

⌘(⌧)3m =
X
n>0

⌧3m(n/8) qn/8.

さらに, ` = (`1, . . . , `k) 2 D_
k = {(x1, . . . , xk) 2 Zk; x1 + · · ·+ xk 2 2Z}_ に

対して, ✓
�4
2`/d

◆
:=
✓
�4

2`1/d

◆✓
�4

2`2/d

◆
· · ·
✓
�4

2`k/d

◆

と定める. ただし, (p
q )は平方剰余記号である.
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�V (z)の Fourier展開は Lie型なので, Fourier展開から一般化されたKac-
Moody超代数 gが構成される. �V (z)の Fourier係数から, gの生成元と関係
式が具体的に記述される. 筆者の知る限り, 保型形式を分母関数に持つ一般化
されたKac-Moody超代数で, 分母関数と生成元と関係式の全てが明示的に求
められているものは僅かである.（特に, Weylベクトルのノルムが零でない場
合の例は少ない.）�V (z)はそのような保型形式の一系列を与える.
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