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� ジーゲル公式

まず� ジーゲルの古典的結果の紹介から始める� �� は�次半整数対称行列の集
合� ��

� は�次正定符合半整数対称行列の集合を表すことにする� 行列�� � に対
して� 積が定義できるとき� ��� � � ���� とおく� 二つの行列 ��� �� � ��

� は�
ある � � �����	が存在して� �� � �����となるとき� 同じ類に属すると言い� 任
意の素数 �に対してある �� � ������	が存在して� �� � ������となるとき� 同
じ種に属すると言う� 種は有限個の類からなることが知られている�
素数 �と � � ��

� � � � �� に対して�

��� ��� � 	 � 
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とおく� ここで� Æ�� はクロネッカーのデルタである� 第二式の右辺の値は� � が
十分大きいとき � に依存しないので� 極限値は存在する� さらに ����� � 	を
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と定義する� 一方� ���� � 	は次式で定義する�

���� � 	 � 
�	 � �����	 � ��	� � ���
���� � 	は類不変量であるが� 種不変量ではない�
次が二次形式論で重要なジーゲル公式である�

定理 ��� �ジーゲル ����	� � � �� � � ��
�� � � ��

� とする� � の定める種に属す
る類の完全代表系を ��� � � � � ��とするとき� 以下の等式が成り立つ�
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左辺の無限積は �条件収束のときもあるが�収束する� ここで�
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次数 �の実シンプレクティック群を
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とする� �����	 は上半空間 �� � �� � �� � ���� 	 � �� � ��に
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のように作用する� ここで� � �
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と置いた� ジーゲルモジュラー群を
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とおく� �� �より大きい偶数 �に対して� アイゼンシュタイン級数を
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と定義する� ��
� は絶対収束し� 重さ �のジーゲル保型形式を与える�

簡単のために � � ��
� かつ ������	 � �であると仮定する� このとき� �は �

の倍数である� テータ級数を次式で定義する�

�����	 �
�

��	�����

���
���
������� �� � ��	�

�����	も絶対収束し� 重さ�
�のジーゲル保型形式を与える� 定義より
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である� 一方 � � ��
� に対して� ��

� ��	のフーリエ係数は
�
	�� �	��� � 	である�

従って� ジーゲル・ヴェイユ公式の最も簡単な場合が定理 ���から証明できる�

定理 ��� �ジーゲル ����	� ������	 � �� � � ����とする� �の定める種に属す
る類の完全代表系を ��� � � � � ��とするとき� 等式
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が成立する�

����	� 定理 ���より�左辺と右辺の差は重さ�
�の退化形式になるが��
� � ���
より� この退化形式は �でなければならない�

�



� ヴェイユによるジーゲル・ヴェイユ公式

定理 ���のようなアイゼンシュタイン級数とテータ関数の平均の間の等式はずっ
と一般的に成立する� 例えば� ジーゲル ����は不定符合二次形式について類似の
等式を研究した� 以下ではしかし� ジーゲル・ヴェイユ公式のヴェイユによるア
デール群を使った定式化を紹介する�

� を代数体とし� そのアデール環を � と書く� ��� 	は � 自身か � 上の四元
数体を表すとする� ここで� �を � 上の代数多様体とみなしている� すなわち� �
代数 �に対して���	 � ��� 	 � �と書く� � �
 �� は ��� 	 � � のときは恒
等写像� そうでないときは主対合であるとし� �上の行列 �に対して� �� � ���と
おく� �上の行列環����	の被約トレースを  � 被約ノルムを � とおく�

! � ����を固定し� 左�ベクトル空間 � � ��� 上の !�歪エルミート形式を
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により定義する� " � �� を右 � ベクトル空間とし� � 上の線形写像 � � 	 �
" 	 " 
 �を !�エルミート形式とする� すなわち�

��� �	� � !��� �	� ���� ��	 � ����� �	� ��� � � �� �� � � " 	�

さらに� ��� � � �	と �"� � � 		のユニタリ群を

# � �� � ������	 � ���� ��� � ��� �� ��� � � �	��
$ � �% � �����	 � �%�� %�	 � ��� �	 ��� � � " 	�

と定義する� #の放物型部分群 & � '( を次式で定義する�
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ここで�

��� � �� � ����	 � � � !���
とおいた� ��� 	の極大整環�を一つ固定する� � � � ならば� �は当然 � の整
数環である� � の各素点 ) に対して� *	 を #��		の標準的極大コンパクト部分
群とする� 例えば� )が有限素点のとき� �の���		での閉包を�	 として�

*	 � #��		 �������		

である� * �
�
	*	 とおく�

� 	 のイデールノルムを � � �と書く� 以下では�

+ � �� !� ,� � ��� �� !	
�� Æ � � ���� 	 � � 	
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とおく� ヘッケ指標 - � � 	
�	 
 �と複素数 ,に対して� 誘導表現 .�,� -	 �

���
����
� ��� �-����	��	は� 次式を満たす#�� 	の*�有限な滑らか函数の空間上の#�� 	

の右移動作用である� � � ������� 		 と � � ��� �� 	 に対して

/ �������	���	�	 � ����	�����Æ-����		/ �����	�

*�有限な函数 / ��� � #�� 	 	 � 
 � は , に関して正則かつ , を固定したとき
/ ��� � .�,� -	であるとき� .�,� -	の正則切断と呼ばれる� .�,� -	の正則切断 / ���

に対して� アイゼンシュタイン級数
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は �, � +のとき絶対収束し� #�� 	 上の保型形式を与える�
" �� 	 の ��� 	 上の基底 ��� � � � � �� を取り� 行列 ����� ��		 の被約ノルムの

�	
�	� への像を ���" で表す� � � 	�� を �	 のヒルベルト記号とし� 二次指標
-� � � 	
�	 
 ����を !Æ � ���� ��のとき -� � �� !Æ � ������のときは

-� ��	 �
�
	

��	 � ���	��Æ ���" 	�� � � � ��		 � � 	

により定義する�
ヴェイユの結果を述べるために�ヴェイユ表現を導入する� 詳しい話は �� �を

参照してください� � � �� �
� �� � 	 � � ��	は � � " � � 上の交代形式を定

め� #と$ は �� �� � �	のシンプレクティック群 ���� 	 の双対簡約対をなす�
���� 	のアデールの二重被覆を'��� 	と書き� � 
� の自明でない指標0を固定
すれば� '��� 	のヴェイユ表現 1 � 1 が定義され� シュヴァルツ空間 ��" ��� 		
に実現される� 簡単のため� ��� 	 � � かつ ! � �のとき� �は偶数であると仮定
する� このとき� 分裂 #�� 	 	$�� 	 
'��� 	 が存在し� ヴェイユ表現の制限は
#�� 	 	$�� 	 の表現を定める� 特に� & �� 	 と$�� 	 の作用は以下の通り�

1�%	!��	 � !�%���	 % � $�� 	�

1����		!��	 � -� ����		����	���Æ�
!���	 � � ������� 		�

1����		!��	 � 0� ��2��			!��	 � � ��� �� 	�

ここで� � � ���� � � � � ��	 � " ��� 	に対して� 2��	 � �
� ���� ��	 � ��� �� 	と書いた�

� � #�� 	 を岩澤分解

� � ��� � � ���	���	 � & �� 	� � � *

して� ����	� � ����	� とおく� ��" ��� 		 を無限素点 ) で *	 と $��		の適当な
極大コンパクト部分群に関する多項式"#$空間に対応する ��" ��� 		 の部分空
間とする� �分かりにくければ� 全ての無限素点 )に対して*	�有限な函数のなす
��" ��� 		 の部分空間を代わりに考えても良い	� ! � ��" ��� 		 に対して�

/
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は .�,� -� 	の正則切断を定める�
! � ��" ��� 		 に対して� テータ函数を

%��� %� !	 �
�
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1��	!�%���	

と定義する� %��� %� !	は #�� 	と $�� 	に関して左不変であり� #�� 	�#�� 	 	
$�� 	�$�� 	 上の緩増加函数を定める� �%を$�� 	 のハル測度とする� 双曲型二
元二次形式付き空間を �で表す� " が�と同型でないときには� $�� 	�$�� 	 の
体積が �となるように �%を正規化する� テータ函数の積分

.��� !	 �


"�� ��"���

%��� %� !	�%

は以下の条件が満たされるとき� 絶対収束することが知られている ��&� 命題 ���

� " が非等方的� または

� �� 3 � +�

ただし� 3は " の'���指数である�

定理 ��� �ヴェイユ ��&�	� � � �+のとき� 任意の ! � ��" ��� 		 に対して� 等式
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が成り立つ�

注意 ���� ��	 � � �+� すなわち ,� � +はアイゼンシュタイン級数が絶対収束す
るための必要十分条件である� このときは� 上の等式は任意の! � ��" ��� 		
に対しても成り立つ�

��	 � � ��� 	 � �� ! � �� ��� �	 � ���� のとき� 定理 ���で ! � 	!	 �
��" ��� 		 を次のように取れば� 定理 ���が得られる�

!	 �

�
���
����!� �( ) ���

���の定義関数 �( ) � ��

��	 ヴェイユの定式化は第二種の対合を持つ単純多元環の場合 �例えば� " が �
の二次拡大上のエルミート空間の場合など	も含んでいるが� 簡単のために
これらは省いた�

��	 一方� '� )� �*� ��� �� ��は類似の等式をある種の例外型簡約対に対して証
明している�

� ジーゲル・ヴェイユ公式の拡張

筆者の主定理を述べる前に� クドラとラリスの結果を紹介する� しばらく� ��� 	 �
� � ! � �� �は偶数とする�

 



テータ積分が絶対収束する場合

� � �+ � ����はのテータ積分の絶対収束条件より強いため�ジーゲル・ヴェイ
ユ公式の左辺が絶対収束しなくても右辺が絶対収束することがある� 一方� ラン
グランズの理論より� .�,� -	の正則切断 / ��� に対して� アイゼンシュタイン級数

�
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�� / ���

�
�

�
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は全平面に有理型解析接続され� 函数等式

�
�
�� / ���

�
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�
��'�,	/ ���	

を満たす� ここで� 絡作用素'�,	 � .�,� -	
 .��,� -��	は� �, � +では積分
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により� 一般には解析接続により定義される� 最初にこの場合に�クドラとラリス
はジーゲル・ヴェイユ公式を拡張した�

定理 ��� �クドラ+ラリス ���� ���	� ! � ��" ��� 		 とし� 前節のテータ積分の収
束条件が成り立つと仮定する� このとき� �

�
�� /

���
�

�
は , � ,�で正則であり� 等式

�
�
�� /
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������ � �.��� !	

が成り立つ� ここで�
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注意 ���� ��	 定理 ���は� " が非等方的であるとき ����により� �� 3 � �� �
のとき ����により証明されている�

��	 すなわち� 定理 ���は� � ��� �でも左辺を解析接続により定義すれば成
り立つ� ついでに比例因子 � は定理 ���でも観察できる�

��	 類似の結果が� �が四元数体の場合には筆者 ��,�に� ユニタリ群の場合には
市野氏 �&�と筆者 ����にある�

��������	�
���

定理 ���は一見すると満足すべき結果に見える� ところが� クドラとラリスが �� �
で導入した -�./�*-�0*���用いれば� � � +のときには " が非等方的でなくても
テータ積分を定義することができる� つまり�「ヴェイユの収束条件の一番目の条
件は本質的ではない」と言える�

-�./�*-�0*���を説明するために� � � +かつ " が等方的であると仮定する�
函数 ! � ��" ��� 		 を固定し� � の良い有限素点 ) を選べば� $��		のヘッケ作
用素 �で �でない固有値 �#を持ち� %��� %�1��	!	が$�� 	�$�� 	 上の急減少函

&



数になるものがある �詳しくは ���などを参照	� �の条件より� -�./�*-�0�� テータ
積分を絶対収束積分

���#


"�� ��"���

%��� %�1��	!	�%

により定義できる� この定義は一見 *� 1#に見えるけれども� テータ積分の収束
域からの唯一の$�� 	�不変な拡張を実現している� すなわち� 上の積分は ) や �
の取り方によらず� テータ積分 .��� !	が絶対収束する !に対してはそれと一致
する� 以下では -�./�*-�0�� テータ積分も .��� !	と書く�

アイゼンシュタイン級数は�, � �で一般的に正則であり� " が等方的なとき
には -�./�*-�0*���を用いれば� 以下の等式が証明される�

定理 ��� �クドラ ����	� � � �� �かつ " は分裂二元二次形式付き空間 �と同
型ではないと仮定する� このとき� 任意の ! � ��" ��� 		 に対して� 等式

�
�
�� /

���
�

����� � �.��� !	

が成り立つ�

注意 ���� クドラは -�./�*-�0*���作用素として� ヘッケ作用素ではなく� 微分作
用素を用いているため� � を総実体にしている� 定理 ��2に関しても同様である�

��������	� ジーゲル・ヴェイユ公式

以下では� � �とする� � の有限アデール環を � � � � の無限素点の集合を ��と
書く� ) � �� に対して� #��		のリー環の複素化を �	 と書き�

� �
�
	���

�	 � *� �
�
	���

*	

とおく� � � " ������� とおき� 以下の ���*�		#�� � 	�加群を導入する�

3�" 	 � �/ ����� � ! � ��" ��� 		��
3��	 � �/ ������ � 4 � ������ 		��

注意 �� � " と � がこのような関係にあるとき� " は � の補空間と呼ばれる�
�,� �

�
� ����� � �� �	より 3��	  .��,�� -� 	である�

)が有限素点のとき �	 の剰余体の位数を 4	 とすれば� � の局所ゼータ因子は

5	�,	 �

���
��

����6 �,
�	 ) が実素点のとき
���	��6 �,	 ) が複素素点のとき
��� 4��	 	�� ) が有限素点のとき

2



である� 局所エル因子 7	�,� -� 	を ��2�のように定義し� ��,	と ��,	を

�	�,	 � 7	

�
,� �� �

�
� -�

������
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5	��,� �� �8	�

�	�,	 � 7	

�
,�

�� �

�
� -�

������
���

5	��,� �� �� �8	

のオイラー積で与える� 絡作用素'�,	の正規化を'Æ�,	 � ����
���'�,	とする�

命題 ���� 3��	には唯一の ���*�		#�� � 	
既約商表現が存在し� それは 3�" 	
に同型である� 'Æ�,	は , � �,�で正則であり� 'Æ��,�	の 3��	への制限は商
写像 3��	
 3�" 	を実現する�

����	� 特異表現に関する 5� 6� ��の一般的結果 ����より� 3�" 	は既約ユニタリ
表現である� 3��	の各素点での成分の既約商表現はハウ予想より唯一であり�そ
れら既約商が3�" 	の成分に同型であることは ���� ��� �&� �2�から確かめられる�
��,� ��� 2�より ��,	��'�,	が ,の整函数であることが知られている� さらに ��,	
は右半平面 �, � � � �, � ��で極も零も持たないので� 第二の主張が従う� 最後
の主張は有限素点では ����により� 無限素点では直接確かめられる�

定理 ��� �クドラ+ラリス �� �	� � でない定数 �� が存在して以下が成り立つ�
.�,� -� 	の正則切断 / ��� が / ����� � 3��	であるとき� ! � ��" ��� 		 を
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����� � /
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を満たす任意の函数とすれば�

7�8������
�
�� / ���

�
� ��.��� !	�

注意 ���� 池田氏 ���及び市野氏 ���による定理 ��2の別証明と精密化� ユニタリ群
や直交群の場合の類似の結果 � � ,�も知られている�

� 主定理

定理 ��� �9� ����	� ��� 	 � � � ! � �� � � �と仮定する� 任意の ! � ��" ��� 		
に対し� 以下が成り立つ�

��� " が�と同型ではないとき� �
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�� /
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�

�
は , � ,� で正則であり�
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注意 ���� " が等方的ならば� 当然右辺は -�./�*-�0*���により定義される�

さて� � 	
�	 の二次指標 -を固定する� 各素点 ) に対して� 二次形式付きの
�次元ベクトル空間 !	 で以下を満たすものが与えられているとする� 素点 ) に
対して� �		 の指標 -
� を -
� ��	 � ��� ���	��� ���!		�� で定める�

��	 任意の )に対して� -	 � -
� �

���	 � 上の二次形式付きの�次元ベクトル空間� が存在して� ほとんど全ての
素点 ) に対して� ���		と !	 は同型�

���	は� ほとんど全ての素点で !	 が不分岐であると言い換えてもよい� ���	より制
限テンソル積�	��!�	 	を定義することができ� ! � �	��!�	 	に対して� 以前と同
様にしてアイゼンシュタイン級数�

�
�� /

���
�

�
も定義できる� � � ���のとき� も

し !	 を局所化に持つ � 上の二次形式付き空間が存在しなければ� �
�
�� /

���
�

������
は恒等的に零になることも示される� そこで次の問題を提出する�

問題 ���� � � � � �かつ !	 を局所化に持つ � 上の二次形式付き空間が存在し
ないとする� このとき ! � ���!�	 	に対して� 導函数
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9,
�
�
�� /

���
�

������
はどのような性質を持つか:

� � �� �の場合には� この問題はクドラら �����など	が研究している�

シンプレクティック群の内部形式のジーゲル・ヴェイユ公式

筆者 ����は定理 ���と類似の等式を�が奇数の場合やユニタリ群や直交群の場合
にも証明したが� 定理 ���の内部形式版� すなわち #が四元数体上のエルミート
形式のユニタリ群の場合の結果を紹介する� 四元数体上の歪エルミート形式に関
してはハッセの原理が成り立たないので� この場合はなかなか面白いと思う�

命題 ��� �#(� ����	� ��� 	を代数体 � 上の四元数体であるとし� ���		が斜体で
ある � の素点 )の個数を ,� と書く� " を�上の非退化歪エルミート形式付きの
空間とする� このとき� 全ての素点 )で局所化が " ��		と同型になる�上の歪エ
ルミート形式付き空間の同型類は正確に ����� 個存在する�

: � ����� とおき� " と局所同型な歪エルミート形式付き空間の同型類の代表
系 "�� � � � � "$を取る� ! � ��" ��� 		に対して� "� に関するテータ積分 .���� !	�の
-�./�*-�0*���	が同様に定義される� アイゼンシュタイン級数は局所的な情報だ
けから構成される一方� テータ関数は大域的な情報を含んでいることを注意して
おく� このとき� 次の等式が成立する�

定理 ��� �9� ��,�	� � は四元数体� ! � ��� � � � と仮定する� 任意の ! �
��" ��� 		 に対し� �
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� 定理���の証明

証明は三段階からなる� 最初にアイゼンシュタイン級数の函数等式と右半平面
�, � � � �, � ��での解析的挙動を組み合わせて� �

�
�� /

���
�

�
が , � ,� で正則で

あることを証明する� 次に -�./�*-�0�� ジーゲル・ヴェイユ公式をアイゼンシュタ
イン級数の函数等式を用いて書き直せば� 定理 ���の等式が比例因子の差を除い
て得られることを示す� 最後に両辺の階数�� �のフーリエ係数を比較して比例
定数を決定する�

�
�
�� �

���
�

�
の � � ��での正則性

� の素点 )を固定し� "	 � " � �	 とおく� 誘導表現 .�,� -� 	や絡作用素'�,	
の局所的な対応物を .	�,� -�� 	や'	�,	と表す� 局所ヴェイユ表現を 1	 と書き�

<�"		 � �/ ������
��	 � 1	��	!	��	 � !	 � ��" �

	 	�

とおけば� 3�" 	は<�"		の制限テンソル積である� /
����
��
を以前と同様に拡張して�

.	�,� -�� 	の正則切断 /
���
��
を定める� 命題 ��&の証明や以下の議論では .	�,� -�� 	

や <�"		の加群構造に関する情報が重要であることを注意する�
)が有限素点であり� -�� が不分岐のとき� *	 上 �であるような .	�,� -�� 	の

切断を /
���
�
	 と書く� �����$���;*-<���=�#1の方法により

�	�,	

�	�,	
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�
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が証明される� これが'Æ�,	の定義の意味であるが� 次の補題も成り立つ�

補題 ���� � の任意の素点 ) と任意の !	 � ��" �
	 	に対して� �����

����
'	�,	/

���
��
は

, � ,� で正則である�

����	� 初めに ) が有限素点の場合を考える� このとき �	�,	は , � ,� で正則か
つ �	�,�	 �� �であり� �	�,	は , � ,� で一位の極を持つ� 一方 ����より <�"		は
'	�,�	の核に含まれるので� 求める結果が得られる�

) が複素素点の場合は ���� 命題 �����のように �����$���;*-<���=�#1の方法
を使って証明できるので� )が実素点の場合を考える� "	 の符号を ��� 4	とし� 直
交分解 "	 � " �

	 � " �
	 を固定する� ここで� ���" �

	 � �� ���" �
	 � 4� � � 	�� ��

は正値� � � 	�� �� は負値である� "	 上の正値二次形式 � � 	� を

� � 	��� �� � � � 	�� �� � � � 	��� �� � �� � 	�� ��
により定義し� !� � ��" �

	 	を
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と定義する� このとき � �
�
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�� 

� � *	 に対して
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である� <�"		は ��	 �*		�加群として /
����
���
により生成されることが知られてい

るから� ���������
'	�,	/

���
���
が , � ,� で正則であることを示せばよい�

6��,	 � ��������
����
���
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とおけば� ���� �����	�より
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となり� 正則性が直接確かめられる�

! � 	!	 � ��" ��� 		 を固定し� .�,� -� 	の有理型切断 %��� を

%���� � 'Æ�,	/ ����

により定義する� �節で述べた関数等式を適用して

�
�
�� /

���
�

�
�

��,	

��,	
�
�
��%����

�
�

補題  ��より %��� は , � �,� で正則だから� �
�
��%���

�
は , � �,� で高々一位の

極を持つ� したがって� 正則性の証明は

-�����
��,	

��,	
�

�
� " が�と同型でないとき
� " � �のとき

から完了する� " � �のとき� �
�
�� /

���
�

������ は恒等的に零になる�

��������	� ジーゲル・ヴェイユ公式の変形

補題  ��より線形写像 � � 3�" 	
 .��,�� -� 	を

�
�
/ ����

�
� ���
����

'Æ�,	/ ���

により定義できる� ここで� 正則切断 / ��� は

/ �����	 � ����	�����/ ������	

と定める� ラングランズの理論より
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Æ �� �は容易に分かる� さらに ��3�" 		  3��	も容易に分かり� " が�と同型
ではないと仮定して� 定理 ��2を %���� � 'Æ�,	/ ���� に適用すれば�
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ここで�

�� � � ��,�	
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とおいた� 同様にして� " � �の場合には定理 �����	を証明できる�

比例定数の決定

最後に �� � �を示せば� 定理 ���の証明は完了する� ; � �� �とおき� #の部分
群を次のように定める�

#� �
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とおく� =� � 6?�$�� 	 ���$�� 	を固定し�

= �


���� �

� ��

�
� 6?���� 	

とおく� #�� 	 上の保型形式 �に対して�

�&��	 �


������ ���������

�����	�	0���-�=�		��� � � #�� 	

は �のフーリエ係数である� 先の計算より
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である� %&��� %� !	は �� � 補題 &����より$�� 	�$�� 	 上項別絶対可積分である
から� -�./�*-�0*���作用素を外すことができ� �� � #��� 	 に対して

.&���� !	 �
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となる� ここで� !� � ��" $�� 		 を !���	 � !���� �		と定めた�
一方� アイゼンシュタイン級数のフーリエ係数は� ����の補題 ���より
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は ����$�� 	 上の保型形式と見て� 相異なる中心指標を持
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