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1 導入

保型形式の整数論における重要な研究対象としてフーリエ係数とL-函数を挙げられる
であろう. 保型形式のフーリエ係数の数論的意義は, テータ級数のフーリエ係数が２次形
式の整数解の個数を表しているという事実に一つの原点があると言える. その他, 整数の
分割数などの組み合わせ論的意義についてもよく知られており, 数論的サイクルの交点
数などの幾何学的観点からの研究も最近では盛んである.
またL-函数は整数論の様々な対象について定義されるものであるが, Langlandsのプロ

グラムによると多くの数論的L-函数は保型形式に付随するL-函数, つまり保型L-函数で
あろうと考えられている. 実際,楕円曲線やCalabi-Yau多様体のL-函数の “modularity”,
つまりそれらが保型 L-函数であることを示すという研究があり, それは Fermatの最終
定理や佐藤-Tate予想の解決という最近の数論の難問解決に寄与している.
このフーリエ係数と保型L-函数という２つの重要な整数論的研究対象について, Wald-

spurgerは 1981年に出版された論文 [Wa-1]において,重さ半整数の楕円カスプ形式のフー
リエ係数の２乗とその志村対応により対応する重さ整数の楕円カスプ形式の「２次指標に
よる捻り付き」保型L-函数の中心値 (つまり函数等式の中点での値)が,適当な定数倍の下,
等しくなるという当時としては驚くべき関係式を発表した. その後Kohnen-Zagier[Ko-Z]
をはじめとしてその定数の明示公式に関する結果が多数発表されている.
本稿で報告する結果は, 上記のようなフーリエ係数と L-函数についての類似の公式を,

四元数ユニタリー群GSp(1, 1) (不定符号のシンプレクティック群とも呼ばれる)上のあ
る保型形式の場合で得たものである. この研究の背景にあるものとしてBöcherer予想
([B]参照)がある. これは次数２の正則 Siegel保型形式へのWaldspurgerの公式の一般
化に関する予想と見なせるものである. より正確にはHecke同時固有的なレベル１の正
則 Siegelカスプ形式に対し, そのフーリエ係数のある平均の２乗ノルムが, 適当な定数倍
の下, ２次指標による捻り付きスピノール L-函数の中心値になるというものである. こ
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の「フーリエ係数のある平均」とは現在では「Bessel周期」として知られ「保型形式の
周期」と呼ばれるものの一つである. この予想に触発されて, 正則な場合のみならず一
般の次数２の Siegel保型形式, 即ち次数２のシンプレクティック群 GSp(2)上の保型形
式ないしは保型表現に予想を一般化したのが古澤-Martin-Shalikaの一連の研究である
([F-S], [F-Mar]参照). 彼らの手法は Jacquetによる相対跡公式 ([J-2], [J-3]等を参照)の
GSp(2)の場合へのある類似を与えることである. 彼らの予想はGSp(2)のみならずその
非コンパクトな内部形式であるGSp(1, 1)も対象としているが, 本稿の結果はその数少な
い証拠の一つを与えていると言える. 特に GSp(1, 1)の場合では唯一の具体的証拠と思
われる.
ここで報告する主結果について説明する. 以下ではAで有理数体Qのアデール環を表

し, Q上の代数群 Gに対し GAは Gのアデール群を表すことにする.
２つの保型形式 f と f ′ をそれぞれ楕円カスプ形式および定符号四元数環の乗法群が

定めるアデール群上の保型形式とし, 共に Hecke同時固有的であるとする. この (f, f ′)
からのテータリフトによりGSp(1, 1)A上のカスプ形式を作ることができ, テータリフト
を与えるテータ級数 (テータ核)をうまく指定すると有限素点において極大コンパクト群
により不変で, 無限素点で四元数離散系列表現 ([Gr-W]参照)を生成するという表現論的
特徴付けを持つ保型形式が構成できる. これを我々は「荒川リフト」と呼び L(f, f ′)と
記す. 群 GSp(1, 1)A上のカスプ形式 F の Fourier係数は, 0でない純四元数 ξが定める
GSp(1, 1)Aの極大ユニポテント部分群上の加法指標に関するFourier変換 Fξで定義され
る. これを ξが生成する虚２次体Q(ξ)のHecke指標 χ(§2.3参照)で更に Fourier変換し
たものをFχ

ξ で記す. 我々の主結果はL(f, f ′)χ
ξ についてであり, これはL(f, f ′)のBessel

周期とも呼ばれるものである.
主結果を述べるために L(f, f ′)と χに付随して決まるRankin-Selberg型の L-函数

L(L(f, f ′), χ−1, s)を導入する (§4.2参照). 我々の結果は f, f ′ , χがある都合のよい条件
を満たすとき (f がレベル１であるなど), 以下のようにして与えられる (定理 4.4参照):

||L(f, f ′)χ
ξ ||

2

⟨f, f⟩⟨f ′, f ′⟩
= C(f, f ′, ξ, χ)L(L(f, f ′), χ−1,

1
2
).

ここにC(f, f ′, ξ, χ)は (f, f ′, ξ, χ)に依存して明示的に決まる定数で, ⟨f, f⟩と ⟨f ′, f ′⟩は
それぞれ f, f ′のノルムを表す.
ところで Langlandsの函手性予想 ([Lg]参照)によると GSp(1, 1)A の保型 L-函数は

GSp(2)Aの適当な保型形式に対する保型 L-函数であろうと期待されるが, 最近, 岡崎武
生氏 [O]が荒川リフト L(f, f ′)に対しそれに相当する GSp(2)A 上の保型形式を構成し
ている. 岡崎氏は２つの楕円カスプ形式 (f1, f2)からのテータリフト LGSp(2)(f1, f2)に
より GSp(2)Aの paramodularカスプ形式を構成しており, これが f1 = f で f2が f ′の
Jacquet-Langlandsリフト JL(f ′)であるとき (上の公式が成り立つ状況下で)荒川リフト
L(f, f ′)と同じスピノール L-函数及びRankin-Selberg型 L-函数を持つことが証明で
きる (命題 4.7参照). すなわちL(LGSp(2)(f, JL(f ′)), χ−1, s)をLGSp(2)(f, JL(f ′))とχに
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付随して決まるRankin-Selberg型 L-函数とすると上の公式は

||L(f, f ′)χ
ξ ||

2

⟨f, f⟩⟨f ′, f ′⟩
= C(f, f ′, ξ, χ)L(L(f, f ′), χ−1,

1
2
) = C(f, f ′, ξ, χ)L(LGSp(2)(f, JL(f ′), χ−1,

1
2
)

と再定式化できる (定理 4.7参照). ここで上述の GSp(1, 1)A と GSp(2)A のスピノール
L-函数の一致は伊吹山知義氏 [I]によって本質的に予想されていたものであることを注意
しておく.
この公式の応用としてこの Rankin-Selberg 型 L-函数の中心値が正となる例を与

えることがある (定理 4.10 参照). 定数 C(f, f ′, ξ, χ) はその明示型から正であること
がわかるので, 主定理の公式からトーラス積分の同時非消滅が分かれば, それは中心値
L(L(f, f ′), χ−1, 1

2) = L(LGSp(2)(f, JL(f ′), χ−1, 1
2)が正であることを証明したことにな

る. そしてこの同時非消滅の例は [M-N-2, §14]において与えられている.
関連する事実として, GL(2)の Rankin-Selberg L-函数の中心値の非負性については

Guo[Gu], Jacquet-Chen[J-C] などがある. またある一般の SO2m+1 × GLn に対する
Rankin-Selberg L-函数の場合について中心値が非負であるという Lapidによる結果 [Lp]
がある. 上述の我々の結果は L(L(f, f ′), χ−1, s) = L(LGSp(2)(f, JL(f ′), χ−1, s)について
のより強い結果と言い得る.

2 荒川リフトのフーリエ係数の明示公式

2.1

この節では, 必要な記号を用意し, [Mu-Na-2]の主結果である荒川リフトのフーリエ係
数の明示公式について復習する.
まず Bを Q上の定符号 4元数環とし, trと nをそれぞれ Bの被約トレースないしは

被約ノルムを表す. 符号 (1+, 1−)の不定符号のシンプレクティック群G = GSp(1, 1)を,
以下のQ有理点の集合をもつQ上の簡約代数群として定義する.

GQ := {g ∈M2(B) | tḡQg = ν(g)Q, ν(g) ∈ Q×}.

ここにQ :=

(
0 1
1 0

)
である. 代数群Gの中心を ZGで記す. 以下ではGの p進体Qpに

関する有理点の成す群GQp を単にGpと記す.
次に H := B⊗QRとするとこれは Hamiltonの四元数環である. そして G1

∞ := {g ∈
M2(H) | tḡQg = Q}とおく. すると

K∞ := {

(
a b

b a

)
| a± b ∈ H1} (H1 := {u ∈ H | n(u) = 1})

はG1
∞の極大コンパクト部分群である.
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負でない整数 κに対して, (σ′κ, Vκ)をGL2(C)の κ-回対称テンソル表現とし, σκを σ′κ
の標準的埋め込みH ⊂M2(C) ([Mu-Na-2, (1.4)]参照)による引き戻しとする. するとこ
れは以下によりK∞の既約表現 (τκ, Vκ)を引き起こす.

τκ(

(
a b

b a

)
) := σκ(a+ b), (

(
a b

b a

)
∈ K∞).

２つのQ上の代数群H, H ′をそれぞれ以下のQ有理点を持つものとして定義する.

HQ = GL2(Q), H ′
Q := B×.

四元数環Bの極大整環をOとする. 記号 dB によりBの判別式を表し, 以下ではその約
数Dを固定する. 判別式 dB を割る素数 pに対して, PpをOの p進完備化Opの極大イ
デアルとする. 各素数 pにおいて局所格子を以下のように指定する.

Lp :=

t(Op ⊕ Op) (p ̸ |dB または p|D),
t(Op ⊕ P−1

p ) (p|dB
D ).

このとき各素数 pに対してKp := {k ∈ Gp | kLp = Lp}とする. 素数 p|dB において上
の２つの Kp は Gp 共役を除いて Gp の極大コンパクト部分群を尽くしている. そして
Kf :=

∏
p<∞Kpとおく.

以降 κを κ > 4なる偶数とする. Sκを以下の条件を満たすGAQ 上の Vκ-値カスプ形式
F の成す空間とする:

1. F (zγgkfk∞) = τκ(k∞)−1F (g) ∀(z, γ, g, kf , k∞) ∈ ZG,AQ×GQ×GAQ×Kf ×K∞,

2. 各固定した gf ∈ GAf
に対し,　 F |G1

∞
(gf∗)の係数函数の g∞ ∈ G1

∞による右移動
で生成される (g,K∞)-加群が, τκを極小K∞-タイプとするG1

∞の四元数離散系列
表現 ([Gr-W]参照)と同型である. ここに gはG1

∞のリー環を記す.

重さ κでレベルDの楕円カスプ形式の空間 ([Mu-Na-2, §3.1]参照)を Sκ(D)と記し,
AκをB×

A 上の保型形式で重さσκで右-
∏

v<∞ O×
v 不変なもの全体の成す空間とする ([Mu-

Na-2, §3.2]参照). ここにO×
v はOvの単数群である.　すると,ここに荒川リフトの定義を

思い出すことができる. 具体的にはまず, B⊕2
A ×A×

Q上のEnd(Vκ)-値の Schwartz-Bruhat
函数をある特別なものに指定し, GSp(1, 1)AQ ×HAQ ×H ′

AQ のメタプレクテック表現を
用いて, End(Vκ)-値のテータ級数 θκ(g, h, h′)を作る ([Mu-Na-1, §3, §4]参照). すると荒
川リフトは以下で定義される.

Sκ(D) ×Aκ ∋ (f, f ′) 7→ L(f, f ′)(g) ∈ Sκ.

ここに

L(f, f ′)(g) :=
∫
R2

+(H×H′)Q\(H×H′)AQ

f(h)θκ(g, h, h′)f ′(h′)dhdh′.
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2.2

荒川リフト L(f, f ′)のフーリエ展開を復習する ([Mu-Na-2, §1.3]参照). 純四元数の集
合B− := {x ∈ B | tr(x) = 0}を導入すると, フーリエ展開は

L(f, f ′)(g) =
∑

ξ∈B−\{0}

L(f, f ′)ξ(g)

と書ける. ここにB−\B−
AQ の体積が１となるように正規化した測度 dxとQ\AQ上の標

準的加法指標 ψにより, ξ ∈ B− \ {0}での項は

L(f, f ′)ξ(g) :=
∫

B−\B−
AQ

L(f, f ′)(

(
1 x

0 1

)
g)ψ(− tr(ξx))dx

で与えられる. 純四元数 ξ ∈ B− \ {0}に対しEξ := Q(ξ)と置くと, これは虚２次体に同
型である. 集合Xξ を A×

QE
×
ξ \A×

Eξ
上のユニタリー指標全体 (以下 Hecke指標と呼ぶ)と

するとフーリエ展開は以下のように書き直せる.

L(f, f ′)(g) =
∑

ξ∈B−\{0}

∑
χ∈Xξ

L(f, f ′)χ
ξ (g).

ここに

L(f, f ′)χ
ξ (g) := vol(R×

+A×
Q\A

×
Eξ

)−1

∫
R×

+E×
ξ \A×

Eξ

L(f, f ′)ξ(s12 · g)χ(s)−1ds.

2.3

保型形式の組 (f, f ′) ∈ Sκ(D) ×Aκに対して, 荒川リフトのフーリエ係数 L(f, f ′)χ
ξ の

明示公式を思い出すために, 以降次の２条件を仮定する:
(1) ２つの保型形式 f と f ′はHecke同時固有的で, “Atkin-Lehner対合”に関して同じ符

号を持つ. より正確には, Dを割る各素数 pに対して, ϵp (resp. ϵ′p)を

(
0 1
−p 0

)
(resp. Bp

の素元ϖB,p)が誘導する f (resp. f ′)への対合的作用に関する符号とすると以下が成立
する:

ϵp = ϵ′p.

これを仮定しないと L(f, f ′) ≡ 0となってしまう ([Mu-Na-1, Remark 5.2 (ii)]参照).
(2) 純四元数 ξ ∈ B− \ {0}は原始的と仮定する. これは各素数 pに対して

ap :=

Op (p ̸ |dB または p|D)

Pp (p|dB
D )
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としたとき, 以下が成り立つことを意味する:

ξ ∈ ap \ pap.

この２番目の仮定については, 一般にGAQ上の保型形式F の ξに対するフーリエ係数Fξ

が

Fξ(g) = Fξ(

(
t 0
0 1

)
g) = Ftξ(g) (t ∈ Q×)

を満たすことに注意する. そうすると Fξを明示的に決定する問題は ξが原始的である場
合に帰着されることが分る.

2.4

以降, 任意に ξ ∈ B− \ {0}を一つ固定して, E := Eξ と記す. そしてこの虚２次体
E = Eξ の判別式を dξ と書く. そして次の記号を導入する:

a :=

2
√

−n(ξ)
√
dξ (dξ is odd)√

−n(ξ)
√
dξ (dξ is even)

, b := ξ2 − a2

4
.

これらの aと bにより, 埋め込み写像 ιξ : E× ↪→ GL2(Q)を

ιξ(x+ yξ) = x · 12 + y ·

(
a
2 b

1 −a
2

)
(x, y ∈ Q)

により定義する. 次に θ := r−1(ξ − a
2 ) (r = 2

√
n(ξ)√
dξ

∈ Q×)とすると, {1, θ}は Eの整数

環OE の Z基底を与える. このとき ιξ は以下のように記述できる:

ιξ(x+ yθ) =

(
x −rNE/Q(θ)y

r−1y x+ TrE/Q(θ)y

)
(x, y ∈ Q).

虚２次体Eの無限素点での完備化E∞は次の写像により複素数体 Cと同一視できる:

δξ : E∞ ∋ x+ yξ 7→ x+ y
√

−n(ξ) ∈ C (x, y ∈ R).

商集合 R×
+E

×\A×
E 上のHecke指標 χ =

∏
v≤∞ χv に対して, w∞(χ) ∈ Zを

χ∞(u) = (δξ(u)/|δξ(u)|)w∞(χ) (u ∈ E×
∞)

により定義する. 更に有限素点 v = p <∞に対して, pip(χ)を指標 χの pでの導手として

µp :=
ordp(2ξ)2 − ordp(dξ)

2

とおく. これは ordp(r)と等しい. 以上の準備の下, 次が言える ([Mu-Na-2, Theorem
5.1.1]参照):
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命題 2.1. 以下の条件が成り立たないとせよ:

dB を割る素数 pに対して ip(χ) = 0で且つ w∞(χ) = −κが成立. (∗)

このとき L(f, f ′)χ
ξ ≡ 0となる.

2.5

これ以降, Hecke 指標 χ は上の命題にある条件 (∗) を満たすとする. フーリエ係数
L(f, f ′)χ

ξ の明示公式を思い出すためには更に記号を導入する必要がある.
まず２つのアデール群の元 γ0 = (γ0,p)p≤∞ ∈ HAQ と γ′0 = (γ′0,p)p<∞ ∈ H ′

Af
を以下で

与える:

γ0,p :=



1 0

0 p−µp+ip(χ)

 (p ̸ |D),

12 (p|Dで pはEで惰性),1 0

0 p

 0 1

−1 0

 (p|Dで pはEで分岐),

nH(a/2)dH(N(ξ)1/4) (p = ∞),

γ′0,p :=


1 0

0 p−µp+ip(χ)

 (p ̸ |dB),

ϖ−1
B,p (p|dB).

ここにϖB,pはBpの素元を表していたことを思い出す (§2.3参照).
更に以下の局所定数を導入する:

Cp(f, ξ, χ) :=


p2µp−ip(χ)(1 − δ(ip(χ) > 0)ep(E)p−1) (p ̸ |dB),

1 (p|dB
D ),

2ϵp (p|Dで pはEで惰性),

(p+ 1)−1 (p|Dで pはEで分岐).

ここに

ep(E) =


−1 (pがEで惰性),

0 (pがEで分岐),

1 (pがEで分解).

保型形式 (f, f ′) ∈ Sκ(D) ×Aκに対して, これら χに関するトーラス積分を以下で与え
る ([Wa-2]参照).

Pχ(f ;h) :=
∫
R×

+E×
ξ \AEξ

f(ιξ(s)h)χ(s)−1ds, Pχ(f ′;h′) :=
∫
R×

+E×
ξ \A×

Eξ

f(sh′)χ(s)−1ds.
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ここに (h, h′) ∈ GL2(AQ) × B×
AQ . ここで [Mu-Na-2, §2.4]に従い A×

E の不変測度を次の
ように正規化する:

vol(O×
E,p) = 1 for any p <∞, vol(E1

∞) = 1.

虚２次体 E の類数を h(E)とし w(E)を E の単数群の位数とする. 以上の用意の下, よ
うやく L(f, f ′)χ

ξ の明示公式を思い出せる ([Mu-Na-2, Theorem 5.2.1]参照).

定理 2.2. 保型形式の組 (f, f ′)は共に Hecke同時固有形式とし, ξ ∈ B− \ {0}は原始的
と仮定する. そして Hecke指標 χは条件 (∗) (命題 2.1参照)を満たすとし, §2.3で与え
た条件 (1)と (2)が満たされているとする. このとき以下が成立する:

L(f, f ′)χ
ξ (g0,fdG(

√
η∞))

= 2κ−1n(ξ)κ/4w(E)
h(E)

·

(∏
p<∞

Cp(f, ξ, χ)

)
ηκ/2+1
∞ exp(−4π

√
n(ξ)η∞)Pχ(f ; γ0)Pχ(f ′; γ′0).

ここに η∞ ∈ R×
+で g0,f = (g0,p)p<∞ ∈ GAf

は次で与えられる:

g0,p :=

diag(pip(χ)−µp , p2(ip(χ)−µp), 1, pip(χ)−µp) (p ̸ |dB),

12 (p|dB)

Remark 2.3. 菅野 [Su, Theorem 2-1]により,フーリエ係数L(f, f ′)χ
ξ はg0,f

(√
η∞ 0
0

√
η∞

−1

)
での値で決まる.

3 L-函数の中心値との関係 (GL2の場合).

3.1

引き続き (f, f ′) ∈ Sκ(D) ×AκはHecke同時固有的とし, 更に f は原始的 (primitive)
とする ([Mi, §4.6]参照). この保型形式 f, f ′に対して π(f), π(f ′)をそれぞれ f, f ′で
生成される既約保型表現とし, π(JL(f ′))を f ′の Jacquet-Langlandsリフト JL(f ′)で生
成される既約保型表現とする. よく知られているように π(f)と π(JL(f ′)) (resp. π(f ′))
はGL2(Qv) (resp. B×

v )の既約許容表現の制限テンソル積 (⊗′と記す)に分解する. 保型
表現 π(f), π(JL(f ′)), π(f ′)の局所 v-成分をそれぞれ πv, π′v, π

′′
v と記す. これら π(f)と

π(f ′)の分解に従い f と f ′は

ρ(f) =
∏

v≤∞
fv, ρ

′(f ′) =
∏

v≤∞
f ′v,

と分解する. ここに ρ (resp. ρ′)は固定した π(f)と⊗′
v≤∞πv (resp. π(f ′)と⊗′

v≤∞π
′′
v )の

間の同型である.
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更に表現Π (resp. Π′)を π(f) (resp. π(JL(f ′)))のGL2(AE)へのベースチェンジリフ
トとする.　これらの表現 Π,Π′もそれぞれ制限テンソル積への分解⊗′

v≤∞Πv,⊗′
v≤∞Π′

v

を持ち, 各局所 v-成分Πv又はΠ′
vはそれぞれ πvないしは π′vの (局所)ベースチェンジリ

フトである.

3.2 GL2のAdjoint L-函数とベースチェンジリフトのL-函数 (Rankin-Selberg

L-函数).

アデール群GL2(AQ)の保型表現πに対してL(π, s)をその標準L-函数とする (Jacquet-
Langlands[J-L]参照). 記号L(Π, χ−1, s)またはL(Π′, χ−1, s)によりΠないしはΠ′のχ−1

による捻り付き L-函数とし, L(π(f),Ad, s)または L(π(JL(f ′)),Ad, s)を π(f)ないしは
π(JL(f ′))のAdjoint L-函数とする. ここではL-函数L(Π, χ−1, s)とL(Π′, χ−1, s)の局所
因子を Jacquet [J-1]により記述し, Adjoint L-函数L(π(f),Ad, s)とL(π(JL(f ′)),Ad, s)
の局所因子をGelbart-Jacquet [Ge-J]に基付いて記述する.
まずπp (resp. π′p ≃ π′′p)はそれぞれ各有限素点 p (resp. p ̸ |dB)においてユニタリー不分

岐主系列表現となることを注意する. これはGL2の正則保型形式に対する Ramanujian
予想からの帰結である. 更に dBを割る素数 pに対して, π′′p はQ×

p の適当な位数２の指標
δpにより

B×
p ∋ b 7→ δp · n(b) ∈ {±1},

と書ける. 判別式 dB を割る素数 pに対して, 誘導表現 Ind(δp · | ∗ |
1
2
p , δp · | ∗ |−

1
2

p )の既約
商として与えられるGL2(Qp)の特殊表現 (Steinberg表現)を π′pと記す ([J-L, Theorem
4.2 (iii)]参照). ここに | ∗ |pは p-進絶対値を記す. 素数 pがEで分岐ないしは惰性し χp

が不分岐であるとき, χpは
χp = ωp · nEp/Qp

の形に書ける. ここに ωpはQ×
p の位数２の指標で nEp/Qp

はEpのノルムを表す. 更に無
限素点では π∞及び π′∞は重さ κないしは κ+ 2の離散系列表現となる ([Sh, §6]参照).
記号 πurにより, 佐武パラメーター (αp, α

−1
p )を持ち自明な中心的指標を持つGL2(Qp)

のユニタリー不分岐主系列表現を表す. そして πspを π′′p に対応するGL2(Qp)の特殊表
現とする. 表現 πurと πspのGL2(Ep)へのベースチェンジリフトをそれぞれΠurまたは
Πspと記す.
まず表現 πurとΠurに対する局所 L-函数を記述する.

補題 3.1. (1)
Lp(πur, s) = (1 − αpp

−s)−1(1 − α−1
p p−1)−1.

(2)
Lp(πur,Ad, s) = (1 − p−s)−1(1 − α2

pp
−s)−1(1 − α−2

p p−s)−1.
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(3)

Lp(Πur, χ
−1
p , s) =

∏
i=1,2(1 − αpχp(ϖp,i)−1p−s)−1(1 − α−1

p χp(ϖp,i)−1p−s)−1 (pがEで分裂し, ip(χ) = 0),

(1 − α2
pp

−2s)−1(1 − α−2
p p−2s)−1 (pがEで惰性し, ip(χ) = 0),

(1 − αpχp(ϖp)−1p−s)−1(1 − α−1
p χp(ϖp)−1p−s)−1 (pはEで分岐し, ip(χ) = 0),

1 (ip(χ) > 0).

ここに pが Eで分裂するときϖp,i ∈ Ep (i = 1, 2)は pを割る２つの異なる素元を表し,
pがEで分岐するときϖp ∈ Epは pを割る１つの素元を表す.

次に πspとΠspの場合を扱う.

補題 3.2.

Lp(πsp, s) = (1 − δp(p)p−(s+ 1
2
))−1, (3.1)

Lp(πsp,Ad, s) = (1 − p−(s+1))−1, (3.2)

Lp(Πsp, χ
−1
p , s) =

(1 − p−(2s+1))−1 (pがEで惰性),

(1 − δp(p)ωp(p)p−(s+ 1
2
))−1 (pがEで分岐).

(3.3)

整数 k ≥ 2に対して, πkをGL2(R)の重さ kの離散系列表現としΠkをそのベースチェ
ンジリフトとする. これらの表現に対する無限素点での局所 L-函数の記述は以下の通り
である.

補題 3.3. 半整数 l ∈ 1
2Zに対して次が成り立つ.

L∞(πk, s) = ΓC(s+
k − 1

2
), (3.4)

L∞(πk,Ad, s) = ΓR(s+ 1)ΓC(s+ k − 1), (3.5)

L∞(Πk, χl, s) =

ΓC(s+ k−1
2 + |l|)ΓC(s− k−1

2 + |l|) (|l| ≥ κ−1
2 )

ΓC(s+ k−1
2 + |l|)ΓC(s+ k−1

2 − |l|) (|l| ≤ κ−1
2 )

. (3.6)

3.3 トーラス積分 Pχ(f ; γ0)と中心値 L(Π, χ−1, 1
2
)との関係.

ここでは Pχ(f ; γ0)と中心値 L(Π, χ−1, 1
2)の明示的関係を [Mu]に基づき記述する. ２

次拡大 E/Qに付随する２次指標を ηで記す. この ηにより定義される L-函数を L(η, s)
とし Lv(ηv, s)を素点 vでのその局所因子とする. Dを割る素数 pに対して, [Mu, 2.4]で
与えられたHecke作用素 T ±

p に関する f の固有値を λ±p とし以下を導入する：

S1 := {p <∞ | p|D, pはEで楕性 },
S±

2 := {p <∞ | p|D, pはEで分岐, χp(ϖp)λ+
p = ±1}.
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ここにϖpEpの素元を表していることを思い出す (補題 2.1参照). そして和集合S1∪S+
2 ∪

S−
2 が δ(D) := {p <∞ | p|D}と一致することを注意しておく. 更にA(χ) :=

∏
p<∞ pip(χ)

とおく.
楕円保型形式 f の Petersson内積

⟨f, f⟩ :=
∫

Z(AQ)GL2(Q)\GL2(AQ)
|f(g)|2dg

を導入する. ここに Z は GL2 の中心を記す. 命題 2.1にある χに関する条件 (∗)の下,
[Mu, Theorem 1.1]の結果を定式化を修正して以下のように引用できる.

命題 3.4.
|Pχ(f ; γ0)|2

⟨f, f⟩
= C(f, χ)L(Π, χ−1,

1
2
),

を得る. ここに

C(f, χ) :=


2|δ(D)|−2|dξ|

∏
p|A(χ) Lp(ηp,1)2

D
3
2 A(χ)L(π(f),Ad,1)

(S1 = S+
2 = ∅),

0 (それ以外のとき).

3.4 トーラス積分 Pχ(f ′; γ′
0)と中心値 L(Π′, χ−1, 1

2
)との関係.

次に ||Pχ(f ′; γ′0)||2 と L(Π′, χ−1, 1
2)の明示的関係を記述する. 公式を記述するべく必

要な記号を導入する. 記号 rp により拡大体 E/Qの pにおける分岐指数とする, 即ち

rp :=

1 (pがEで不分岐)

2 (pがEで分岐)
とする. 更に

⟨f ′, f ′⟩ :=
∫

Z′(AQ)B×\B×
AQ

(f ′(b), f ′(b))κdb

とする. ここにZ ′をB×の中心とし, (∗, ∗)κは Vκの内積を表す. 表現 π′′∞の内積 ⟨∗, ∗⟩∞
として以下を選ぶ.

⟨h∞, h′∞⟩∞ :=
∫
H1

(h∞(u), h′∞(u))κdu (h∞, h′∞ ∈ π′′∞ ≃ Vκ).

ここで duはH1の不変測度で vol(H1) = 1という正規化を持つとする.
ベクトル vκ,ξを Vκの σκ(R(ξ)×)-作用に関する最高ウェイトベクトルとし, v∗κ,ξ ∈ Vκを

内積 ⟨∗, ∗⟩∞に関する vκ,ξの双対ベクトルとする. そして b∞ ∈ B×
∞に対して f ′∞,κ(b∞) :=

⟨f ′∞(b∞), v∗κ,ξ⟩∞vκ,ξ とおく. 更にリーマンゼータ函数 ζ(s) =
∏

v≤∞ ζv(s)を与える. こ
こにそれぞれの素点 vにおいて ζv(s)は ζ(s)の局所因子を表す. 命題 2.1の χに関する
条件 (∗)の下, 次が成立する:
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命題 3.5.

||Pχ(f ′; γ′0)||2

⟨f ′, f ′⟩
=

C(f ′, χ)L(Π′, χ−1, 1
2) (dB を割りEで分岐する素数 pに対して π′′p |E×

p
= χp),

0 (それ以外のとき).

ここに

C(f ′, χ) :=

√
|dξ|(κ+ 1)

4A(χ)L(π(JL(f ′)),Ad, 1)

∏
p|A(χ)

Lp(ηp, 1)2 ·
∏
p|dB

rpp
−1 ·

⟨f ′∞,κ, f
′
∞,κ⟩∞

⟨f ′∞, f ′∞⟩∞
.

証明方法はWaldspurger[Wa-2, Proposition 7]が与えた C(f ′, χ)に関する公式を具
体的に計算するという手法である. より詳しく説明すると, Waldspurgerは C(f ′, χ) =∏

v≤∞Cvという形の公式を与えており, 各局所定数Cvを局所 L-函数の商とある局所積
分の積として与えている. 局所 L-函数の商は補題 3.1, 補題 3.2, 補題 3.3を使えば計算で
きる. 局所積分の計算はMacdonaldの帯球函数の明示公式 ([Ma Chap.V, §3, (3.4)]参
照)を応用することで具体的に計算できる.

Remark 3.6. 命題 3.4, 命題 3.5は本質的に新しい結果ではない. 同様の研究は多数あ
るが, 例えばMartin-Whitehouse[Mar-Wh]で実質的に得られている. しかし命題 3.5の
証明方法はこれまで知られている結果のものとは違うと思われる. そして [Mar-Wh]は
適用する保型形式について「無限素点で最高ウェイトベクトルである」という制約があ
り, 厳密には我々の f ′に直接適用できるとは限らないことを注意しておく.

4 L-函数の中心値との関係 (GSp(1, 1), GSp(2)の場合)

4.1 主定理 (First form)

定理 2.2, 命題 3.4, 命題 3.5により以下の定理が成立する:

定理 4.1. 定理 2.2と同じ仮定のもと次が成立する:

||L(f, f ′)χ
ξ (g0)||2

⟨f, f⟩⟨f ′, f ′⟩
= C(f, f ′, ξ, χ)L(Π, χ−1,

1
2
)L(Π′, χ−1,

1
2
).

ここに dBを割りEで分岐する素数 pに対して π′′p |E×
p

= χpが成り立ち且つ S1 = S+
2 = ∅

であるとき, C(f, f ′, ξ, χ) =

22κ+|δ(D)|−6(κ+ 1)n(ξ)
κ
2 |dξ|

3
2 w(E)2

h(E)2A(χ)4D
3
2L(π(f),Ad, 1)L(π(JL(f ′)),Ad, 1)

∏
p̸|dB

p4µp(1 − δ(ip(χ) > 0)ep(E)p−1)−2

×
∏
p|dB

rpp
−1
∏
p|D

(p+ 1)−2 · e−8π
√

n(ξ) ·
⟨f ′∞,κ, f

′
∞,κ⟩∞

⟨f ′∞, f ′∞⟩∞
.

そうでないときは C(f, f ′, ξ, χ) = 0.
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4.2 主定理 (Second form)

ここでは L(f, f ′)と χに付随するRankin-Selberg型 L-函数を導入し, D = 1の時
にその 1

2 での値 (中心値)と ||L(f, f ′)χ
ξ (g0)||2との明示的関係を与える.

第 2.1節で見たようにL(f, f ′) ∈ Sκであるが, そのRankin-Selberg型L-函数を導入す
る前に, Sκに属するHecke同時固有形式F に付随するスピノールL-函数を定義する. その
ためにまず [Mu-Na-1, §5.1]において, p ̸ |dBのとき, ３つのHecke作用素 T i

p (0 ≤ i ≤ 2)
を導入したことを思い出す. そして Λi

p (0 ≤ i ≤ 2)を T i
p に対する F の Hecke固有値と

する. このとき

QF,p(t) := 1 − p−
3
2 Λ1

pt+ p−2(Λ2
p + p2 + 1)t2 − p−

3
2 Λ1

pt
3 + t4

とする. これについてQF,p(p−s)−1は次数２のシンプレクティック群

GSp(2) :=

{
g ∈ GL(4)

∣∣∣∣∣ tg

(
02 12

−12 02

)
g = ν(g)

(
02 12

−12 02

)
, ν(g) ∈ Gm

}

のQp有理点の成す群の不分岐主系列表現に対する局所スピノール L-函数であることを
注意しておく.
他方, [Mu-Na-1, §5.2]において, dBを割る素数 pに対してHecke作用素 T i

p (0 ≤ i ≤ 1)
を導入した. そして Λ′i

pを T i
p に対する F のHecke固有値とする. このとき

QF,p(t) := (1 − p−
3
2 (Λ′1

p − (pAp − 1)Λ′0
p)t+ t2)(1 − Λ′0

pp
− 1

2 t)

を導入する. ここにAp :=

1 (p ̸ |D)

2 (p|D)
. 上記の定義は菅野 [Su, (3.4)]による.

以上の準備の下, F の (大域的)スピノール L-函数 L(F, spin, s)は

L(F, spin, s) :=
∏

v≤∞
Lv(F, spin, s),

により定義する. ここに各素点の局所スピノール L-函数が以下で与えられる:

Lv(F, spin, s) :=

QF,p(p−s)−1 (v = p <∞),

ΓC(s+ κ−1
2 )ΓC(s+ κ+1

2 ) (v = ∞).

これは [Mu-Na-1, §5.3]で与えた定義を修正したものである. するとD = 1のとき補題
3.1, 補題 3.2, 補題 3.3を考慮に入れると, 以前に得た荒川リフトのスピノール L-函数に
ついての結果 [Mu-Na-1, Corollary 5.3]を以下のように言い直せることが分かる.

命題 4.2. D = 1とする. 荒川リフト L(f, f ′)のスピノール L-函数は以下のように分解
する.

L(L(f, f ′), spin, s) = L(π(f), s)L(π(JL(f ′)), s).
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２つの L-函数 L(π(f), s)と L(π(JL(f ′)), s)は, よく知られているように解析接続と函
数等式を満たすので, 当然それは L(L(f, f ′), spin, s)についても同様に成り立つ.
ここで Hecke同時固有的な F ∈ Sκと Hecke指標 χに付随する Rankin-Selberg型 L-

函数
L(F, χ−1, s) :=

∏
v≤∞

Lv(F, χ−1, s)

を導入する. 各局所 L-函数 Lv(F, χ−1, s)は以下の通りである.

Lv(F, χ−1, s) :=


QF,p(α

χ
pp−s)−1QF,p(β

χ
p p−s)−1 (χは v = p <∞で不分岐),

1 (χは v = p <∞で分岐),

ΓC(s+ κ− 1
2)ΓC(s+ 1

2)ΓC(s+ κ+ 1
2)ΓC(s+ 1

2) (v = ∞).

ここに

(αχ
v , β

χ
v ) :=


(χp(ϖp,1)−1, χp(ϖp,2)−1) (v = pがEで分裂),

(χp(p)−1,−χp(p)−1) = (1,−1) (v = pがEで楕性),

(χp(ϖp)−1, 0) (v = pがEで分岐).

(ϖp,1, ϖp,2とϖpは補題 3.1で与えられたEの素元を表すことを思い出す.)

命題 4.3. D = 1のとき, 以下が成立する.

L(L(f, f ′), χ−1, s) = L(Π, χ−1, s)L(Π′, χ−1, s).

これは全複素平面に解析接続され函数等式

L(L(f, f ′), χ−1, s) = ϵ(Π, χ−1)ϵ(Π′, χ−1)L(L(f, f ′), χ−1, 1 − s),

を満たす. ここに ϵ(Π, χ−1)と ϵ(Π, χ−1)は, それぞれ L(Π, χ−1, s)と L(Π′, χ−1, s)に対
する ϵ-因子を表す.

最初の L-函数の分解は命題 4.2と補題 3.1, 補題 3.2, 補題 3.3からの帰結である. 後半の
主張は [J-1, Corollary 19.15]による.
命題 3.4, 命題 3.5, 命題 4.3により, この L-函数の中心値 L(L(f, f ′), χ−1, 1

2)はD = 1
のとき意味を持つ. D = 1のとき定理 4.1は, 以下のように言い換えられる.

定理 4.4. D = 1とせよ. 定理 2.2と同じ仮定の下, 次が成立する.

||L(f, f ′)χ
ξ (g0)||2

⟨f, f⟩⟨f ′, f ′⟩
= C(f, f ′, ξ, χ)L(L(f, f ′), χ−1,

1
2
).
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4.3 主定理 (Third form)

代数群 G = GSp(1, 1)は次数２のシンプレクティック群 GSp(2)の内部形式であるこ
とに注意しよう. Langlands函手性 ([Lg]参照)によると, Hecke同時固有形式 F ∈ Sκに
対する保型 L-函数はGSp(2)AQ の保型 L-函数であると期待できる.
岡崎武生氏は最近 [O]において, テータリフトによる GSp(2)AQ 上のカスプ形式の構

成を与えている. より正確には Harris-Kudlaの定式化 ([H-K]参照)に従い, GL(2)AQ ×
GL(2)AQ からGSp(2)AQ へのテータリフトを考えている (GO(2, 2)AQ からGSp(2)AQ へ
のテータリフトとも解釈できる). 以下, それを LGSp(2)で記す. 岡崎氏はテータリフト
LGSp(2)を与えるテータ核のテスト函数を具体的に指定することで, GSp(2)のカスプ形
式の多くの具体的構成を与えている. ここでは彼の構成したテータリフトのうち以下を
取り上げる:

定理 4.5 (岡崎). ２つの 0でない原始的カスプ形式 (f1, f2) ∈ Sκ1(N1)×Sκ2(N2)に対し,
テータリフト LGSp(2)(f1, f2)は, そのテータ核を適切に指定すると, 0でないGSp(2)AQ
上のカスプ形式で以下の性質を満たすようにできる:

1. レベルN1N2のパラモジュラー形式である, 即ち, N := N1N2を割る素数 pにおい
て, 以下のパラモジュラー群に関して右不変である:

Zp Zp N−1Zp Zp

NZp Zp Zp Zp

NZp NZp Zp NZp

NZp Zp Zp Zp

 ∩GSp(2)Qp ,

2. 無限素点において, LGSp(2)(f1, f2)は最高ウェイト

(
κ1 + κ2

2
,−|κ1 − κ2|

2
)

を持つ.

更に, LGSp(2)(f1, f2)の Novodvorsky([No]参照)の意味での大域的スピノール L-函数は
以下のように分解する：

L(π(f1), s)L(π(f2), s).

テータリフト LGSp(2)(f1, f2)と Hecke指標 χに対しても, GSp(1, 1)の場合と同様に
Rankin-Selberg型 L-函数 L(LGSp(2)(f1, f2), χ−1, s)が定義できる. Hecke固有形式 f ′ ∈
Aκに対して JL(f ′)は f ′の Jacquet-Langlandsリフトを表すことを思い出し (§3.1参照),
JL(f ′)は原始的であることを思い出す ([E-1], [E-2], [Sh, §6]参照). 上の定理と命題 4.2
及び命題 4.3より以下が導かれる:
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命題 4.6. ２つのHecke同時固有形式 (f, f ′) ∈ Sκ(1) ×Aκに対して以下が成り立つ.

L(L(f, f ′), spin, s) = L(LGSp(2)(f, JL(f ′)), spin, s),

L(L(f, f ′), χ−1, s) = L(LGSp(2)(f, JL(f ′)), χ−1, s).

よって定理 4.4は以下のように言い換えられる:

定理 4.7. D = 1として定理 2.2と同じ仮定を満たすとする. このとき以下を得る:

||L(f, f ′)χ
ξ (g0)||2

⟨f, f⟩⟨f ′, f ′⟩
= C(f, f ′, ξ, χ)L(LGSp(2)(f, JL(f ′)), χ−1,

1
2
).

4.4 L-函数の中心値の正値性

主定理の応用として, これまで扱ってきたRankin-Selberg型 L-函数の中で, その中心
値が正になるものの存在性が言える. ここでは定符号四元数環Bとその極大整環Oを以
下のように指定する.

B = Q + Q · i+ Q · j + Q · k (i2 = j2 = −1, ij = −ji = k),

O = Z · 1 + i+ j + k

2
+ Z · i+ Z · j + Z · k.

このときBの判別式は dB = 2であることを注意する. 我々は [Mu-Na-2, §14]において
以下を得ていることを思い出す:

命題 4.8. 純四元数 ξとして ξ = i/2を取り, Hecke指標 χはすべての有限素点で不分岐,
つまりすべての素数 pにおいて ip(χ) = 0であるとする.
更にD ∈ {1, 2}とする. D = 1の時は κ ≥ 12で 4|κとして, D = 2の時は κ ≥ 8で

8|κとする. このとき, そのような各 D及び κに対して, Hecke同時固有形式 (f, f ′) ∈
Sκ(D) ×Aκで

Pχ(f, γ0)Pχ(f ′, γ′0) ̸= 0 (⇒ L(f, f ′)χ
ξ ̸≡ 0)

を満たすのもが存在する.

今D = 1として χはすべての有限素点で不分岐とする. 命題 3.4, 命題 3.5, 命題 4.8か
ら次の定理を得る.

定理 4.9. 命題 4.8 と同じ条件の下, 以下を満たす Hecke 同時固有形式の組 (f, f ′) ∈
Sκ(1) ×Aκが存在する:

L(Π, χ−1,
1
2
) > 0, L(Π′, χ−1,

1
2
) > 0.

更にこの定理と命題 4.3及び命題 4.6からの帰結として次の定理が導かれる:

定理 4.10. 命題 4.8と同じ仮定をする. このときHecke同時固有形式 (f, f ′) ∈ Sκ(1)×Aκ

で以下を満たすものが存在する：

L(L(f, f ′), χ−1,
1
2
) = L(LGSp(2)(f, JL(f ′)), χ−1,

1
2
) > 0.
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