
DILOGARITHM IDENTITIES AND CLUSTER ALGEBRAS

中西 知樹 · 名古屋大学
(Tomoki Nakanishi, Nagoya University)

1. はじめに

シンポジウムでは “Dilogarithm identities in conformal field theory and clus-
ter algebras”というタイトルで講演をおこない, 90年代に Bazhanov, Kirillov,
Reshetikhinにより予想された共形場理論における dilogarithm恒等式の団代数
(cluster algebra) による証明を与えた論文 [Nak09]の概要について述べた. この
報告集では本来はその報告をするのが筋ではあるが, すでに同じ内容の講演につ
いての日本語による報告を他で ([Nak10b])与えている. そこで, ここではその後
に論文 [Nak10a]で得られた団代数の周期性と dilogarithm恒等式とのより一般的
な関連についての概要を述べることにする.
なお, この報告の内容について 2010年 11月に東北大学理学部数学教室で集中

講義を行った際に, 長谷川浩司氏, 黒木玄氏, 花村昌樹氏には大変有益なコメント
や質問をいただき本稿の作成に際しても参考にさせていただいた. 三氏に厚く感
謝をする.

2. 団代数

この章では Fomin-Zelevinsky [FZ02, FZ03, FZ07]により導入された係数付き
団代数の定義を与える.

2.1. 行列と quiverの変異. 以下では, 自然数 nを固定し I = {1, . . . , n}を添字集
合とする. B = (bij)i,j∈I を反対称 (整数)行列とする. このとき, 行列Bの k ∈ I
における変異 (mutation) µk(B) = B′ = (b′ij)i,j∈Iを次で定める.

b′ij =

{

−bij i = kまたは j = k

bij + [−bik]+bkj + bik[bkj]+ その他の場合
(2.1)

ただし, 整数 xに対して, x ≥ 0 のとき [x]+ = x, x < 0 のとき [x]+ = 0とする.
このとき, B′はふたたび反対称であり, また µkは対合的, すなわち µ2

k = idがな
りたつ.
反対称行列Bに対して, 頂点集合を I として, bij > 0のとき, 頂点 iから頂点

jへ bij 本の矢を持つ quiver Qを対応させる. この quiver Qはループと 2サイク
ルを持たず, また, これにより反対称行列とループと 2サイクルを持たない quiver
の間の１対１対応が与えられる. 以下ではこの対応により反対称行列Bと quiver
Qを同一視する.
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2.2. 係数なし団代数. いま,反対称行列B = (bij)i,j∈Iと形式的変数の組x = (xi)i∈I

のペア (B, x)を考える、これを初期種子 (initial seed)と呼ぶ. 初期種子 (B, x)の
k ∈ I における変異 µk(B, x) = (B′, x′)を次で定める. まず, B′ = µk(B)は (2.1)
で定めたとおりとする. つぎに, x′ = (x′

i)i∈I (x′
i ∈ Q(x))を以下のとおり定める.

x′
i =











xi i 6= k

1

xi

(

∏

j∈I

x
[bjk ]+
j +

∏

j∈I

x
[−bjk]+
j

)

i = k.
(2.2)

これを xの交換関係式 (exchange relation)という. Bの場合と同様に, µ2
k = idが

なりたつ.
さて, このように得られた新たな「種子」(B′, x′)に対しても同様の規則で変異

を次々と繰り返し, 得られたすべての種子 (B′, x′)を集めよう. 各種子 (B′, x′)に
対して, B′を交換行列 (exchange matrix), x′を団 (cluster), x′

i (i ∈ I)を団変数
(cluster variable) という.

Definition 2.1 ([FZ02, FZ03]). 初期種 (B, x)に対して変異を繰り返し得られる
すべての団変数たちで生成される Q(x)の Z部分代数を係数なし団代数といい,
A(B, x)と表す.

Remark 2.2. Fomin-Zelevinskyはより一般に反対称化可能行列 (skew symmetriz-
able matrix) Bに対して, 同様に団代数A(B, x)を定義しているが, 簡単のため本
報告ではBが反対称行列の場合に限って論じる.

以下の二つが団代数に関する最も基本的な定理である.

Theorem 2.3 (Laurent現象 ([FZ02])). A(B, x)のすべての団変数は初期団変数
xi (i ∈ I) のZ係数の Laurent多項式で表示できる.

Theorem 2.4 (有限型団代数の分類 ([FZ03])). A(Q, x)の異なる団変数が有限個
であるための必要十分条件はA(Q, x)のある種子 (Q′, x′)に対して, Q′の下部グ
ラフ (矢の向きを無視したグラフ)がADE型のDynkin図となることである.

2.3. 係数つき団代数.

Definition 2.5. Pが半体 (semifield)であるとは, Pが乗法的 abel群であり, 可換
で結合的な演算⊕ (加法)を持ち, 分配則 (a ⊕ b)c = ac ⊕ bcをみたすことである.

Example 2.6. 以下の３つの半体が重要である.
(a) 普遍半体 (universal semifield) Puniv(y).
変数の組 y = (yi)i∈I に対して, yの引き算を伴わない (subtraction-free)有理式

表示を持つ有理式全体のなす半体.
(b) tropical半体 (tropical semifield1) Ptrop(y).

1tropical を「熱帯」と訳すことにはいささかのためらいを感じるのはおそらく筆者だけでは
ないであろう. そもそも,果たして「tropical」という用語は１００年後も使われているのであろ
うか、という強い懐疑を常に抱きつつも, 言葉の響きの良さのためなのか、あるいはブラジルに
対する憧れのせいなのか、筆者自身もついこの用語を多用してしまう. この用語の起源について
ご存知ない方は googleで調べられたし.
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変数の組 y = (yi)i∈I に対して, yの生成する乗法的自由アーベル群 (すなわち y
の係数 1の Laurent単項式全体のなす群)に以下の加法⊕を入れたもの.

∏

i∈I

yai

i ⊕
∏

i∈I

ybi

i :=
∏

i∈I

y
min(ai,bi)
i .(2.3)

(c) 自明半体 (trivial semifiled) 1 = {1}.
1 × 1 = 1 ⊕ 1 = 1と定める.

いま, 反対称行列B = (bij)i,j∈Iと形式的変数の組 x = (xi)i∈I および形式的変数
の組 y = (yi)i∈I の３つ組 (B, x, y)を考え、これを初期種子 (initial seed)と呼ぶ.
初期種子 (B, x, y)のk ∈ Iにおける変異µk(B, x, y) = (B′, x′, y′)を次で定める. ま
ず, B′ = µk(B)は (2.1)で定めたとおりとする. つぎに, y′ = (y′

i)i∈I (y′
i ∈ Puniv(y))

を以下のとおり定める.

y′
i =















y−1
i i = k

yi(yk ⊕ 1)−bki i 6= k, bki ≤ 0

yi(
yk

yk ⊕ 1
)bki i 6= k, bki ≥ 0

(2.4)

最後に, ZPuniv(y)を Puniv(y)の群環, Q̃ := QPuniv(y)をその商体として, x′ =

(x′
i)i∈I (x′

i ∈ Q̃(x))を以下のとおり定める.

x′
i =











xi i 6= k

1

xi

(

yk

yk ⊕ 1

∏

j∈I

x
[bjk ]+
j +

1

yk ⊕ 1

∏

j∈I

x
[−bjk]+
j

)

i = k.
(2.5)

これらを yとxの交換関係式 (exchange relation)という. 先の場合と同様に, µ2
k =

idがなりたつ.
先の場合と同様に, このように得られた新たな「種子」(B′, x′, y′)に対しても同

様の規則で変異を次々と繰り返し, 得られたすべての種子 (B′, x′, y′)を集めよう.
各種子 (B′, x′, y′)に対して, B′を交換行列 (exchange matrix), x′を団 (cluster), x′

i

(i ∈ I)を団変数 (cluster variable), y′を係数の組 (coefficient tuple), y′
i (i ∈ I)を

係数 (coefficient)という.

Definition 2.7 ([FZ02, FZ03]). 初期種子 (B, x, y)に対して変異で得られるすべて
の団変数たちで生成される Q̃(x)のZ部分代数を係数つき団代数といい, A(B, x, y)
と表す.

Theorem 2.8 (Laurent現象 ([FZ02, FZ07])). A(B, x, y)のすべての団変数は初
期団変数 xi (i ∈ I) の ZPuniv係数の Laurent多項式で表示できる.

以下では断らない限り, 係数つき団代数を単に団代数と呼ぶことにする.

3. F 多項式

Fomin-Zelevinskyは [FZ07]において, 団変数および係数のC行列, F 多項式, G
行列による表示を与えることによりその構造を明らかにした. これにより, 団代
数の理論は非常に豊富かつ強力なものになった. ここではその基本的事項につい
てまとめておこう.
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3.1. C行列, F 多項式, G行列. はじめに定理 (公式)を述べよう.

Theorem 3.1 ([FZ07]). 団代数A(B, x, y)の各種子 (B′, x′, y′)に対して, ある y
の多項式 F ′

i (y) (i ∈ I)、整数行列C ′ = (c′ij)i,j∈Iおよび整数行列G′ = (g′
ij)i,j∈Iが

存在して以下がなりたつ.

y′
i =

(

∏

j∈I

y
c′ji

j

)

∏

j∈I

F ′
j(y1, . . . , yn)

b′ji

⊕ ,(3.1)

x′
i =

(

∏

j∈I

y
g′ji

j

)

F ′
i (ŷ1, . . . , ŷn)

F ′
i (y1, . . . , yn)⊕

, ŷi = yi

∏

j∈I

x
bji

j .(3.2)

ここで, F ′
i (y1, . . . , yn)⊕ は多項式F ′

i (y1, . . . , yn)における和+をPuniv(y)における
和⊕で形式的に置き換えたものである. (ŷの定義における bji (=初期行列Bの成
分)は b′jiのミスプリントではない.)

以下では, 順に, C ′, F ′
i , G′の定義を述べる.

3.1.1. C行列. (C行列の内在的な定義)自然な半体の準同形写像πtrop : Puniv(y) →
Ptrop(y), yi 7→ yi, α 7→ 1 (α ∈ Q+) に対して, 係数 y′

iの像を [y′
i]T := πtrop(y

′
i)と

表し, tropical係数 (tropical coefficient) と呼ぶ. ([FZ07]では principal coefficient
と呼ばれている.) [y′

i]Tは初期係数の Laurent単項式であるから

[y′
i]T =

∏

j∈I

y
c′ji

j , c′ji ∈ Z(3.3)

と表される. これにより整数行列C ′ = (c′ij)i,j∈Iが定まる.
(C 行列の組み合わせ的定義) C ′は以下の初期条件と漸化式をみたすことが交

換関係式 (2.4)よりただちにわかる. これらはまたC ′を一意的に定める.
初期条件: 初期種子に対してC ′ = I.
漸化式: µk(B

′, x′, y′) = (B′′, x′′, y′′)に対して

c′′ji =











−c′ji i = k

c′ji + [−c′jk]+b′ki i 6= k, bki ≤ 0

c′ji + [c′jk]+b′ki i 6= k, bki ≥ 0.

(3.4)

Remark 3.2. (3.4)の下の二式は、まとめて

c′′ji = c′ji + [−c′jk]+b′ki + c′jk[b
′
ki]+, i 6= k(3.5)

と書ける. これは, 行列

B̃′ =

(

B′

C ′

)

(3.6)

に対して, 行列の変異 (2.1)を形式的に

b̃′′ji =

{

−b̃′ji i = k

b̃′ji + [−b̃′jk]+b̃′ki + b̃′jk[b̃
′
ki]+ 6= k

(3.7)

と拡張したものになっている. この理由により [FZ07]では B̃′ を拡大交換行列
(extended exchange matrix)と呼んでいる.
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3.1.2. F 多項式. (F 多項式の内在的な定義)各団変数 x′
iに対して, F 多項式F ′

i (y)
を以下で定める.

ZPuniv[x
±] ZPtrop[x

±1]

⊂ ⊂

A(B, x, y)
πtrop−→ [A(B, x, y)]T

x1=···=xn=1−→ Z[y±1]

∈ ∈ ∈

x′
i 7→ [x′

i]T 7→ F ′
i (y)

(3.8)

F ′(y)が実際に yの多項式であることは後に判明するが, ここではそれについては
述べない.

(F 多項式の組み合わせ的定義) F ′
i (y)は以下の初期条件と漸化式をみたすこと

が交換関係式 (2.5)よりただちにわかる.　これらはまた F ′
i (y)を一意的に定める.

初期条件: 初期種子に対して F ′
i (y) = 1 (i ∈ I).

漸化式: µk(B
′, x′, y′) = (B′′, x′′, y′′)に対して

F ′′
i =











F ′
i i 6= k

1

F ′
k

(

∏

j∈I

y
[c′

jk
]+

j

∏

j∈I

F
[b′

jk
]+

j +
∏

j∈I

y
[−c′

jk
]+

j

∏

j∈I

F
[−b′

jk
]+

j

)

i = k.
(3.9)

(G行列の内在的な定義) deg : xi, yi 7→ Znを以下で定める.

deg xi = ~ei, deg yi = −~bi,(3.10)

ただし, ~ei は基本単位ベクトル, ~bi はBの i列目のなすベクトルとする.

Fact. [x′
i]Tはこの degreeに関して斉次である.

そこで, G′行列の i列目 ~g′
iを ~g′

i = deg[xi]Tによって定める.
(G行列の組み合わせ的定義) G′は以下の初期条件と漸化式をみたすことが交

換関係式 (2.5)を用いて少し長い議論ののちにわかる. これらはまたG′を一意的
に定める.
初期条件: 初期種子に対してG′ = I.
漸化式: µk(B

′, x′, y′) = (B′′, x′′, y′′)に対して

g′′
ji =







g′
ji i 6= k

−g′
jk +

∑

`∈I

g′
j`[b

′
`k]+ −

∑

`∈I

bj`[c
′
`k]+ i = k(3.11)

(第２式最後の bj`は b′j`のタイプミスではない.)

実は, C行列とG行列には以下のような簡単な関係がある.

Theorem 3.3 ([Nak10a]). C ′の転置C ′TとG′は互いに逆行列である.

3.2. 圏化. 団代数の 2-Calabi-Yau実現は, quiver QがADE型のときに Buanら
[BMR+06]が導入した団圏 (cluser algebra)によって始められ, その後Kellerとそ
の周辺の人々(Fu, Yang, Amiot, Plamondonら)により一般のQの場合に順次拡
張されてきた. ここでは現時点においてその最も一般の場合である Plamondon
[Pla10b, Pla10a]による結果のうち本稿に関連する部分のみを詳しい説明を一切
省いて述べる.
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任意の quiver Qに対して, Qの principal extension Q̃とその上のあるポテン
シャルW を用いて一般団圏 (generalized cluster category) C = C(Q̃,W )という三角
圏が定まる. このとき, さらに団代数の各種子 (B′, x′, y′)に対して Cのある rigid
object T ′が標準的に定まり, 以下が成り立つ.

Theorem 3.4 ([Pla10b, Pla10a]). T を初期種子 (B, x, y)に対応する rigid object
とする.

Q̃′ = EndC(T
′)に付随する quiver,(3.12)

c′ij = −indT ′(Ti[1])j = indop
T ′(Ti)j,(3.13)

g′
ij = indT (T ′

j)i,(3.14)

F ′
i (y) =

∑

e∈Z
Ĩ
≥0

χ(Gre(HomC(T, t′i[1])))
∏

j∈I

y
ej

j .(3.15)

ここで, Gre(X)は多様体Xに対する次元ベクトル eの quiver Grassmannianであ
り, χはそのEuler数である.

3.3. 帰結. この節では, 前節の圏化によって得られるいくつかの重要な帰結につ
いて述べる.
始めに以下の団代数の周期性の判定条件はまことに強力である.

Corollary 3.5 ([Pla10a, IIK+10a]). 団代数の種子の周期性は, tropical係数の周
期性から従う. すなわち,

[y′
i]T = [y′′

i ]T (i ∈ I) =⇒ (B′, x′, y′) = (B′′, x′′, y′′).

つぎに, 団代数の係数の性質についての系を与える.

Corollary 3.6. (1) F 多項式の定数項は 1である.
(2) C行列の各列のすべての成分は sign-coherent (異符号を含まない)でありか

つ 0ベクトルではない.

なお, この定理の別証明は [DWZ10, Nag10]により与えられている.
Corollary 3.6とTheorem 3.1を組み合わせてさらに以下が得られる.

Corollary 3.7. y′
iは初期係数 yに関するLaurent展開が可能であり, [y′

i]Tはその
leading monomialを与える. さらに, [y′

i]Tは正または負のいずれかのmonomial
になる.

この定理は次章の dilogarithm恒等式への応用におけるカギとなる.

4. dilogarithm恒等式

4.1. Dilogarithm. 始めに Euler dilogarithmについて述べる.
一般に, 任意の自然数 kに対して, 収束半径 1のベキ級数

Lik(x) =

∞
∑

n=1

xn

nk
(4.1)

で定まる解析関数を k次の polylogarithmという.
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k = 1のとき,

Li1(x) =

∞
∑

n=1

xn

n
= − log(1 − x)(4.2)

となり, Li1(x)は対数関数である. k = 2のとき, すなわち

Li2(x) =

∞
∑

n=1

xn

n2
(4.3)

を Eulerの dilogarithmという. 関係
d

dx
Li2(x) =

1

x
Li1(x)(4.4)

より, 以下の積分表示が得られる.

Li2(x) = −
∫ x

0

log(1 − y)

y
dy(4.5)

これにより解析接続された関数 Li2(x)はC − {0, 1,∞} の普遍被覆上の関数と
なるが, ここでは, 区間 [0, 1]上でのみ考えることにより多価性については考慮を
しない. 定義より, 以下の特殊値がただちに得られる.

Li2(0) = 0, Li2(1) =

∞
∑

n=1

1

n2
= ζ(2) =

π2

6
(Euler).(4.6)

つぎに, Li2(x)の積分表示 (4.5) を「対称化した」関数

L(x) = −1

2

∫ x

0

{

log(1 − y)

y
+

log y

1 − y

}

dy = Li2(x) +
1

2
log x log(1 − x)(4.7)

を導入し, これを Rogers dilogarithmという. Li2(x)と同様に, ここでは, 区間
[0, 1]上でのみ考えることにより多価性については考慮をしない. このとき, 以下
が成立する.

L(0) = 0, L(1) =
π2

6
.(4.8)

この自明な事実はわれわれの応用に対して大変重要であることを強調しておきた
い. 関数L(x)の特殊値について以下のことは容易にわかるが, これ以外について
あまり多くのことは知られていない.

6

π2
L

(

1

2

)

=
1

2
,

6

π2
L

(

−
√

5 + 3

2

)

=
2

5
,

6

π2
L

(√
5 − 1

2

)

=
3

5
.(4.9)

以下の関数方程式は大変重要である.

Theorem 4.1. 0 ≤ x, y ≤ 1に対して以下が成り立つ.

(1) (Euler) L(x) + L(1 − x) =
π2

6
.

(2) (Abel, 5-term/pentagon relation)

L(x) + L(y) + L(1 − xy) + L

(

1 − x

1 − xy

)

+ L

(

1 − y

1 − xy

)

=
π2

2
= 3

π2

6
.(4.10)
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Proof. (1) はじめに左辺が xによらないことは左辺の xに関する微分が 0である
ことからすぐにわかる. つぎに, 定数を求めるためには x = 0とおいて (4.8)を用
いればよい.

(2) はじめに左辺が x, yによらないことは左辺の x, yに関する偏微分が 0であ
ることからすぐにわかる. つぎに, 定数を求めるためには x, y = 0とおいて (4.8)
を用いればよい. �

以下では上の二つの恒等式を非常に一般化した dilogarithm恒等式について述
べるが, その証明の原理はここで述べたもの同じである.

4.2. 定値条件. ここでは, Frenkel-Szenes [FS95] による Rogers dilogarithmの和
に関する極めて一般的な定理について述べる.

IをRの任意の区間とし, C = C(I) := {f | f : I → R+, differentiable}とする
と Cは乗法的アーベル群になる. つぎに, C ⊗Z Cを生成元 f ⊗ g (f, g ∈ C) と関
係式

(fg) ⊗ h = f ⊗ h + g ⊗ h, f ⊗ (gh) = f ⊗ g + f ⊗ h(4.11)

で定まる加法的アーベル群とする. このとき,

1 ⊗ h = h ⊗ 1 = 0, f−1 ⊗ h = f ⊗ h−1 = −f ⊗ h.(4.12)

が成り立つことに注意する. つぎに, f ⊗ f (f ∈ C) で生成される C ⊗Z C の部分
群を S2

Cとおき, Cの外積
∧2

C := C⊗Z C/S2
C を定める.

∧2
Cにおける f ⊗ gの

同値類を f ∧ g と表すことにする.

Theorem 4.2 ([FS95]). f1(t), . . . , fn(t)を Iから (0, 1)への任意の微分可能な関
数とし, これらが

∧2
Cにおいて以下の関係式をみたすとする.

n
∑

i=1

fi ∧ (1 − fi) = 0 (定値条件).

このとき, Rogers dilogarithmの和
∑n

i=1 L(fi(t)) は t ∈ I に関して定数関数と
なる.

この定理の証明は合成関数の微分を用いるだけの大変初等的なものである.

Example 4.3. (1) (Euler) 任意の f : I → (0, 1)に対して, f1 = f , f2 = 1 − f と
おくと定値条件

2
∑

i=1

fi ∧ (1 − fi) = f ∧ (1 − f) + (1 − f) ∧ f = 0(4.13)

が成り立つ. 特に, f = id : (0, 1) → (0, 1)を考えるとTheorem 4.1 (1) のEulerの
恒等式の左辺の定値性が得られる.

(2) (Abel) 任意の f, g : I → (0, 1)に対して, f1 = f , f2 = g, f3 = 1 − fg,
f4 = (1 − f)/(1 − fg) f5 = (1 − g)/(1 − fg)とおくと簡単な計算で定値条件

5
∑

i=1

fi ∧ (1 − fi) = 0(4.14)
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が成り立つが確かめられる. これから以下のような議論で Theorem 4.1 (1) の
Abelの恒等式の左辺の定値性が得られることがわかる. 任意の x, y, x′, y′ ∈ (0, 1)
に対して,

c := L(x) + L(y) + L(1 − xy) + L

(

1 − x

1 − xy

)

+ L

(

1 − y

1 − xy

)

,(4.15)

c′ := L(x′) + L(y′) + L(1 − x′y′) + L

(

1 − x′

1 − x′y′

)

+ L

(

1 − y′

1 − x′y′

)

(4.16)

とおく. このとき, f, g : (0, 1) → (0, 1)をそれぞれ, f(t) = (1 − t)x + tx′, g(t) =
(1 − t)y + ty′で定める. そこで, Theorem 4.2を適用すると c = c′が得られる.

以下の応用においては定値条件をみたす関数の組f1, . . . , fnを関数の組Y1, . . . , Yn

(Yi ∈ C)を用いて

fi =
Yi

1 + Yi

(4.17)

と表す. このとき,

fi ∧ (1 − fi) =
Yi

1 + Yi

∧ 1

1 + Yi

= −Yi ∧ (1 + Yi)(4.18)

であるので, 定値条件は
n
∑

i=1

Yi ∧ (1 + Yi) = 0(4.19)

という形になる.
それでは, 定値条件をみたす関数の組 {Yi, . . . , Yn}はどのようにして得られる

のであろうか? ここでいよいよ団代数の出番である.

4.3. 局所定値性. 団代数A(B, x, y)の各種子 (B′, x′, y′)に対してW ′ ∈ ∧2
Puniv(y)

を

W ′ :=
∑

i∈I

F ′
i ∧ y′

i +
1

2

∑

i,j∈I

b′ijF
′
i ∧ F ′

j(4.20)

で定める.
以下の定理が団代数と dilogarithmの関連を与える最も基本的なものである.

Theorem 4.4 (局所定値性 [Nak10a], [FG09a, FG09b]も参照). 種子 (B′, x′, y)と
(B′′, x′′, y′′) = µk(B

′, x′, y′)に対して, W ′とW ′′をそれぞれ上で定めたものとす
る. このとき, 以下が成り立つ.

W ′′ − W ′ = y′
k ∧ (1 ⊕ y′

k).(4.21)

Proof. B, y, F の交換関係式 (2.1), (2.4), (3.9)より得られる. �

Remark 4.5. 以下で示す定値性条件との関連から, ここでは関係式 (4.21)を「局
所定値性 (local constancy)」と呼んだ.
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4.4. 団代数の周期性とdilogarithm恒等式. 以下本稿の終りまで,団代数A(B, x, y)
が以下の「種子の周期性」を持つことを仮定しよう.

(種子の周期性) I列 (i1, . . . , iΩ)に対して, (B(0), x(0), y(0)) := (B, x, y)とおい
て, 種子の変異の列

(B(0), x(0), y(0))
µi1↔ (B(1), x(1), y(1))

µi2↔ · · ·
µiΩ↔ (B(Ω), x(Ω), y(Ω))(4.22)

を考えるとき, 以下が成り立つ.

(B(Ω), x(Ω), y(Ω)) = (B(0), x(0), y(0)).(4.23)

すなわち,離散的な時刻u = 0, 1, . . . , Ωに対して,種子が次々と変異をするとき,時
刻Ωにおいて初期種子に戻るということである. このとき,各時刻u = 0, . . . , Ω−1
に対して, uと uにおいて変異を行う点 iu+1 ∈ I のペア (u, ii+1)を列 (4.22)にお
ける前方変異点 (forward mutation point)と呼ぶ. P+を前方変異点全体の集合と
する.
さて, W (u) (u = 0, . . . , Ω)を時刻 uにおける種子 (B(u), x(u), y(u)) に対し

て (4.20)で定義されるものとする. このとき, F 多項式の初期条件 Fi = 1より
W (0) = 0であることに注意する. すると, 定理 4.4より

W (u) =

u−1
∑

v=0

yiv+1
(v) ∧ (1 ⊕ yiv+1

(v)).(4.24)

となる. 一方, 周期性の仮定 (4.23)より, W (Ω) = W (0) = 0 となり, 以下の団代
数における定値性条件が得られる.

Theorem 4.6.
∑

(u,i)∈P+

yi(u) ∧ (1 ⊕ yi(u)) = 0.(4.25)

まとめると,

(局所定値性)+(種子の周期性) =⇒ (定値性条件)(4.26)

となる.
これより, Example 4.3 (2)と同じ議論を用いて, まず以下の定理が得られる.

Corollary 4.7. 任意の半体の準同形写像ϕ : Puniv(y) → R+に対して

6

π2

∑

(u,i)∈P+

L

(

ϕ

(

yi(u)

1 ⊕ yi(u)

))

(4.27)

は ϕの取り方に依存しない定数である.

つぎに (4.27)の定数を求めたい. ここで前述の Corollary 3.7を思い出すと,
yi → 0 (i ∈ I)の極限において各係数y′

iはそのLaurent展開の leading monomialの
正負に応じて0または+∞のいずれかに収束することがわかる. そこで, Theorem
4.1の証明と同じアイデアが用いることができて, これより以下の本稿の主定理が
得られる.
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Theorem 4.8 (Dilogarithm identities [Nak10a]). 任意の半体の準同形写像 ϕ :
Puniv(y) → R+に対して

6

π2

∑

(u,i)∈P+

L

(

ϕ

(

yi(u)

1 ⊕ yi(u)

))

= N−.(4.28)

ここで, N− = #{(u, i) ∈ P+ | [yi(u)]Tが負 }である.

Remark 4.9. 1. Theorem 4.6以降の議論は Chapoton [Cha05] によるものの拡
張である.

2. [Nak09, IIK+10a, IIK+10b, NT10] においては, 定値性条件 (4.25)を具体的
な種子の周期性に対して個別に証明していた. [Nak10a]では, [FG09a, FG09b]の
関連する結果を参考にこれを局所定値性から導くことにより任意の種子の周期性
に拡張をすることが可能になった.

以上をまとめると, 係数付き団代数とその圏化による結果を用いて, 任意の団代
数の種子の周期に対して付随する dilogarithm恒等式を導いた. 共形場理論にお
ける dilogarithm恒等式 [Nak09, IIK+10a, IIK+10b, NT10]はこの特別な例になっ
ているが, そこではさらに「tropical Y-system」を用いてN−の値を具体的に求
めることができる. この部分も root系とそのWeyl群の Coxeter変換と関連して
とても興味深いのであるが, この解説はまた別の機会に行いたい.
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