






　万華鏡で遊んだことはあるでしょうか。鏡の反射面を内側に向けて三角柱を作り、
底面には光が入るような蓋をして、中に数粒のガラス粒を入れます。上面には小さな
のぞき穴をつけて蓋をします。のぞいてみると、ガラス玉は鏡で反射を続け、無限に
広がる幾何学模様を織り成します。ちょっと動かすだけで全く異なる模様が現れます
から、興に乗ると時間の経つことも忘れてしまいます。

　万華鏡の作る幾何学模様には、鏡を２枚組み合わせると反射を繰り返して鏡像が入
れ子になるという背景が隠れています。２枚の鏡を向かい合わせに置くと、１枚の鏡
には向かいの鏡が映り、映った鏡にはまた向かいの鏡が映り、それを繰り返して無限
に続く鏡像を作ります。同じことは縮小コピーを繰り返すことでも生じます。

図：向かい合った鏡に映り続ける縮小コピーのイメージ

万華鏡には３枚の鏡があります。大きな１枚の鏡の向かいに小さな２枚の鏡を並べるとどうなる
でしょうか。外側の大きな鏡に映った像は向かい側の小さな２枚の鏡に映った後に入れ子になり
ながら小さく写ることを続けます。

図：１枚の大きな鏡と２枚の小さな鏡に映り続けるイメージ

小さな鏡を３枚に増やすと下の図の左側のように映り続け、最終的に
は右側のような図形を作ります。

図：左）鏡の配置と入れ子の様子、
　　右）最終的にできる図形。

このような入れ子を何回も何回も繰り返してできる図形をフラクタル
図形と呼びます。数学の様々な分野で研究され、応用上も重要な図形
の一つです。例えば、次のように植物様の図形を作ることができます。

図：（逆さになった）植物様の図形。幹と左右の枝にそれぞれ１枚、
全体を表す 1枚の合計４枚の小さな鏡で構成する。

参考資料

山口昌哉『カオスとフラクタル』（ちくま学芸文庫）

クリスマスツリーの飾りに使うミラーボールで実験できるようにしています。正四面体の頂

点にミラーボールを置くように配置して、底面から頂点を覗くように観察すると、三角形の

入れ子になったフラクタル図形を見ることができます。様々な置き方を試してみると、置き

方に応じた異なるフラクタル図形が見えるでしょう。



ミラーボールで作る入れ子図形（補遺）

北海道大学大学院理学研究院数学部門（２０１６年作成）

http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/museum/

1 数学的背景

博物館の展示解説ではフラクタル図形を縮小コピーや向き合わせた鏡で説明しました。ここでは

少し数学的に説明します。

まず、縮小コピーを作る操作を数学的に表しましょう。xy-平面上の図形 S を r倍に拡大または

縮小して新しい図形 S′ を作る操作を S′ = rS と書きます。S′ 内の点を座標 (x′, y′)と書き、S 内

の点を座標 (x, y)と書けば、(x′, y′) = (rx, ry)です。

(0, 0) (a, b)

縮小と平行移動

図 1: 縮小と平行移動

r 倍に拡大または縮小して (a, b)だけ平行移動

するなら、(x′, y′) = (rx, ry)+ (a, b)となります。

r > 1の場合は拡大、r < 1のときに縮小です。

拡大または縮小して平行移動しても図形の形は

変わりませんので、このような操作を相似変換と

呼びます。簡単のために (x′, y′) = T (x, y)と書き

直すことにしましょう。r,a,bを変えず、縮小する

相似変換を繰り返して作用すると、最後にはどん

な図形も唯一点に集まります。

図 2: 一番外側の正方形を Sとして縮小写像
を繰り返し作用する様子。

１回の作用は (x′, y′) = T (x, y) = (rx, ry) + (a, b) =

(rx + a, ry + b), ２回作用すると (x′′, y′′) = T 2(x, y) =

T (x′, y′) = T (rx+a, ry+b) = (r(rx+a)+a, r(ry+b)+b)

などとなります。

一般的に、相似変換に限らず縮小する操作を縮小写像

とよんで、次の条件で定めます。縮小率 r < 1を定数と

します。

|T (x1, y1)− T (x2, y2)| ≤ r|(x1, y1)− (x2, y2)|

これは、平面にどんな２点を選んでも T を作用した後は

距離が r倍以下に縮むことを表しています。

何回も繰り返す操作を簡単に表すため、n回繰り返す場合を Tn(x, y)と書きます。無限回繰り返

すことを limn→∞ Tn(x, y)と書きます。図 2にはその様子を描きました。縮小写像を繰り返し作用
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して最終的に集まる一点のことを、その縮小写像の不動点とよびます。不動点の座標を (x0, y0)と

おくと、T (x0, y0) = (x0, y0)という関係が成立します。

2 反復関数系

縮小写像を１つだけ繰り返して作用すると１点に集まります。複数個用意すると、集まる先は１

つの点に止まらずにたくさんの点が現れます。

図 3: ２つの縮小写像によるの入れ子関係

縮小写像を T1, T2の２つ用意しましょう。例えば、図

3では一番外側の正方形をもとの図形として、中間の２

つの正方形に写す縮小写像を２つ用意しています。もと

の図形をそれぞれの操作で変換すると T1(S)と T2(S)の

２つの図形が現れます。この２つをまた T1と T2で操作

すると T1(T1(S)), T1(T2(S)), T2(T1(S)), T2(T2(S))の

４つの図形が現れます。図 3では一番小さい４つの正方

形にあたります。縮小写像 T1, T2 を n 回作用するごと

に、2n個の小さな正方形が現れます。最終的には無限個

の点からなる図形が決まります。

図 4の左の図のように３個の縮小写像を n回繰り返し

ても同様です。この場合は 3n 個の図形が現れます。こ

れをずっと繰り返すと図 4 の右の図のように極めて細かな構造を持つ図形が現れます。このような

図形をフラクタル図形とよび、数学的にも応用上も重要な図形であることがわかっています。

図 4: ３個の縮小写像を繰り返して現れる図形

フラクタル図形を生み出す過程はそれほど難しいものではありません。それでも縮小率や平行移

動の向きと大きさを変えることで多様なフラクタル図形を作れます。縮小写像による入れ子という

構造は自然界にも普遍的に存在しており、フラクタル図形の性質によって様々な現象が理解されて

います。
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