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簡約な概均質ベクトル空間の理論において，基本相対不変式の複素冪を Fourier 変換し

たものはその双対概均質ベクトル空間上の基本相対不変式の複素冪になるという事実が，

その根幹にある (cf. Kimura [5, Introduction])．一方で，Faraut–Korányi [1] にあるよ

うに，一度対称錐に付随するガンマ関数が求まれば，群作用の推移性を利用することに

より相対不変関数の Laplace変換も計算できる．その Laplace変換の公式をよく見ると，

対称錐 Ωの determinant関数 detxの複素冪の Laplace変換は∫
Ω

e−⟨x |y ⟩(detx)s dµ(x) =
(gamma factors)

(det y)s
(y ∈ Ω)

のように，同じ determinant関数の逆数の複素冪として得られることがわかる．ここで，

dµ(x)は Ω上の適当な不変測度である．Gindikin [2]は，一般の等質錐に対して相対不変

関数の Laplace変換を考察し，具体的に計算できることを示した．そこで，一般の等質錐

においても，相対不変多項式の複素冪の Laplace変換が，ある多項式の逆数の複素冪にな

ることはあるのだろうかという問題が自然に提起される．本稿では，この性質が対称錐の

特徴付けを与えることを示すことにより，本問題を解決する．

1 等質錐

V を有限次元実ベクトル空間とし，Ω ⊂ V を直線を含まない開凸錐とする．Ωを不変

にする GL(V )の部分群 G(Ω) = {g ∈ GL(V ); g(Ω) = Ω}は GL(V )の閉部分群となり，

したがって線型 Lie群となる．この G(Ω)が Ωに推移的に作用するとき，開凸錐 Ωは等

質であるという．本稿では開凸錐 Ωは常に等質であると仮定し，以後単に等質錐と呼ぶ．

また，等質錐 Ωが既約であるとは，V の自明でないどのような直和分解 V = V1 ⊕ V2 に

対しても，Ω = Ω1⊕Ω2 となるような開凸錐 Ωi ⊂ Vi (i = 1, 2)が存在しないことをいう．

さて，H ⊂ G(Ω)を Ωに単純推移的に作用する分裂可解 Lie群とし (cf. Vinberg [9])，対

応する Lie環を hとおく．そして e0 ∈ Ωを一つ取り固定し，軌道写像H ∋ h 7→ he0 ∈ Ω
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を H の単位元において微分すれば，線型同型 h ∋ X 7→ Xe0 ∈ V を得る．この写像の逆

写像を L : V ∋ x 7→ Lx ∈ h で表し，さらに V に双線型な積△を以下のように定義する：

x△ y := Lxy (x, y ∈ V ).

すると，(V,△)は Vinberg代数*1となる．すなわち，次の三つの性質を満たす:

(1) 任意の x, y ∈ V に対して [Lx, Ly] = Lx△ y−y△x，

(2) V 上の線型形式 sで，⟨x |y ⟩ := s(x△ y)が V の内積となるものが存在する，

(3) 各 x ∈ V に対して Lx の固有値はすべて実数である．

Vinberg代数は一般には非可換かつ非結合的な代数であるが，単位元 e0 を持つ．本稿で

は V の内積 ⟨ · | · ⟩は条件 (2)のものとする．また，等質錐 Ωの階数 rを hに対する [h, h]

の余次元と定義すると，V には r個の原始冪等元 c1, . . . , cr で，e0 = c1 + · · ·+ cr を満た

すものが存在する．これを Vinberg枠と呼ぶ．さらに，Vjj := Rcj (j = 1, . . . , r)および

Vkj :=
{
x ∈ V ; Lcix = 1

2 (δij + δik)x, x△ ci = δijx (i = 1, . . . , r)
}

(j < k)

とおけば，V は以下のように直和分解される:

V =
⊕

1≤j≤k≤r

Vkj .

この分解を V の正規分解といい，以下の乗法則を満たす:

(1.1)
Vji △Vlk = {0} (if i ̸= k, l), Vkj △Vji ⊂ Vki,

Vji △Vki ⊂ Vjk or Vkj (according to j ≥ k or j ≤ k).

等質錐 Ω に対して，Ω∗ :=
{
x ∈ V ; ⟨x |y ⟩ > 0 for all y ∈ Ω \ {0}

}
を Ω の双対錐と

いう．ここで H の Ω 上への作用を ρ で表すことにすれば，ρ の反傾表現 ρ∗ により H

が Ω∗ 上に単純推移的に作用するので，Ω∗ も等質錐となる．また，適当な内積により

Ω = Ω∗ となるとき，Ωは対称錐であるという．

例 1.1. Sr := Sym(r,R) とおき，その中で正定値なもの全体のなす集合を S+
r で

表す．このとき S+
r は開凸錐となるが，さらに S+

r には GL(r,R) が ρ(g)x := gx tg

(g ∈ GL(r,R), x ∈ S+
r ) により推移的に作用しているため，S+

r は等質錐となる．対角成

分が正である下三角行列全体のなす群をHr ⊂ GL(r,R)とすれば，Hr は S+
r 上に単純推

移的に作用する．また，対称行列 x ∈ Sr に対して下三角行列 xを x = x+ t(x)となるも

のとして定めると，S+
r に付随する Vinberg代数の積は

x△ y := x y + y t(x) (x, y ∈ V )

で与えられる．また，(S+
r )∗ = S+

r となるため，等質錐 S+
r は対称錐である．

*1 Vinberg [9]において，クラン (コンパクトな正規左対称代数)として導入された．



2 等質錐の基本相対不変式とその性質

Ωを階数 r の等質錐とし，H を Ωに付随する分裂可解 Lie群とする．記号は前節のも

のを引き続き用いる．Ishi [3]にあるように，任意の h ∈ H は hi ∈ R+ (i = 1, . . . , r)と

vj ∈
⊕

k>j Vkj (j = 1, . . . , r − 1)を用いて

h = (expT1)(expLv1)(expT2) · · · (expLvr−1)(expTr), Ti := (2 log hi)Lci

と表せる．s = (s1, . . . , sr) ∈ Rr に対して，H の指標 χs : H → R× を

χs(h) := (h1)
2s1 · · · (hr)2sr (h ∈ H)

とし，H が Ω上に単純推移的に作用することを踏まえて，Ω上の関数 ∆s(x)を

∆s(h · e0) = χs(h) (h ∈ H)

と定義すれば，これは H-相対不変，すなわち ∆s(h · x) = χs(h)∆s(x) (h ∈ H, x ∈ Ω)

を満たす．任意の H-相対不変関数 f は定数倍を除いてこのように実現でき，f = ∆s の

とき，sを f のmultiplierと呼ぶ．等質錐 Ω上のH-相対不変な既約多項式は丁度 r個存

在し，その既約多項式を ∆1(x), . . . ,∆r(x)と書けば，Ωはそれらの正値集合として

Ω = {x ∈ V ; ∆1(x) > 0, . . . ,∆r(x) > 0}

と表される (cf. Ishi–Nomura [4])．この∆1(x), . . . ,∆r(x)を等質錐 Ωの基本相対不変式

と呼ぶ．また，ν = (ν1, . . . , νr) ∈ Rr に対して，Ω上の関数 ∆ν を次のように定義する:

∆ν(x) := ∆1(x)
ν1 · · ·∆r(x)

νr (x ∈ Ω).

すると，任意のH-相対不変多項式 p(x)は，適当な n ∈ Zr
≥0を用いて p(x) = p(e0)∆

n(x)

と書ける (cf. Ishi [3])．基本相対不変式∆j(x)のmultiplierを σj = (σj1, . . . , σjr) ∈ Zr
≥0

とするとき，それらを並べて得られる r次の正方行列 σ を Ωのmultiplier matrixと呼ぶ:

σ =

σ1
...
σr

 = (σjk)1≤j,k≤r.

ここで, 基本相対不変式の順番を Ishi [3, Section 2] の構成法に従って Vinberg 枠

c1, . . . , cr と対応させて決めることにすると，σ は下三角行列でその対角成分はすべ

て 1となる．簡単のため dkj = dimVkj とおき，また di :=
t(0, . . . , 0, di+1,i, . . . , dri)と

すれば，[6, Theorem 6.1]より，σ は以下のように計算できる (cf. [8, Lemma 1.1])．



補題 2.1. i = 1, . . . , r − 1に対して，帰納的に l
(j)
i = t(l

(j)
1i , . . . , l

(j)
ri ) (j = i, . . . , r) を

l
(i)
i := di, l

(k+1)
i :=

{
l
(k)
i − dk+1 (k

(k)
kk > 0)

l
(k)
i (k

(k)
kk = 0)

(k + i+ 1, . . . , r − 1)

により定義する．さらに ε[i] = t(εi+1,i, . . . , εri) ∈ {0, 1}r−i，ただし εji = 1 (if l
(r)
ji > 0),

εji = 0 (if l
(r)
ji = 0)とすれば，等質錐 Ωのmultiplier matrixは次で与えられる:

σ = Er−1Er−2 · · · E1, Ei :=

Ii−1 0 0
0 1 0
0 ε[i] Ir−i

 (i = 1, . . . , r − 1).

Ωのときと同様に，s∗ ∈ Rr に対して，双対錐 Ω∗ 上の関数 ∆∗
s∗(y)を

∆∗
s∗(ρ

∗(h)e0) := χs∗(h)
−1 (h ∈ H)

により定義する．これは次の意味でH-相対不変である: ∆∗
s∗(ρ

∗(h)y) = χs∗(h)
−1∆∗

s∗(y)

(h ∈ H, y ∈ Ω∗). 双対錐 Ω∗ 上の任意の H-相対不変関数 f∗ は定数倍を除いてこのよう

に実現でき，f∗ = ∆∗
s∗ のとき，s

∗ を f∗ の multiplierと呼ぶ．Ω∗ は等質錐であるので，

基本相対不変式 ∆∗
1(y), . . . ,∆

∗
r(y)を持つ．ここで，∆∗

1(y), . . . ,∆
∗
r(y)の順番は Vinberg

枠 cr, . . . , c1 と対応させて決める．∆∗
j (y)の multiplierを σ∗

j = (σ∗
j1, . . . , σ

∗
jr) ∈ Zr

≥0 と

し，それらを並べて multiplier matrix σ∗ = (σ∗
jk)1≤j,k≤r を構成する. この σ∗ は対角成

分がすべて 1である上三角行列となる．

例 2.2. V を以下のような 5次元の実ベクトル空間とする：

V :=

x =

x1 x2 x4
x2 x3 0
x4 0 x5

 ; x1, . . . , x5 ∈ R

 .

x, y ∈ V に対して，∆i(x)および ∆∗
i (y) (i = 1, 2, 3)を

(2.1)
∆1(x) = x1, ∆2(x) = x1x3 − x22, ∆3(x) = x1x5 − x24,

∆∗
1(y) = y1y3y5 − y3y

2
4 − y5y

2
2 , ∆∗

2(y) = y3, ∆∗
3(y) = y5

により定義し，さらに Ω, Ω∗ ⊂ V を

Ω := {x ∈ V ; ∆i(x) > 0 (i = 1, 2, 3)} , Ω∗ := {y ∈ V ; ∆∗
i (y) > 0 (i = 1, 2, 3)}

により定義する. このとき Ωは等質錐となり，Ω∗ はその双対錐となる．これらは非対称

な等質錐としては最低次元のものであり，特に Ωは Vinberg錐と呼ばれる．各 ∆i(x)は

Ω の基本相対不変式であり，また ∆∗
j (y) は Ω∗ の基本相対不変式であるので，Ω および

Ω∗ のmultiplier matrix σ, σ∗ はそれぞれ以下のようになる:

σ =

1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , σ∗ =

1 1 1
0 1 0
0 0 1

 .



本節では以降，Ωの階数は r ≥ 2と仮定し，Ωの基本相対不変式を，Ωよりも階数が低

い二つの等質錐の基本相対不変式を用いて記述する事を考える．p+ q = r となる自然数

p, q をとり，これを用いて V の部分空間 V± および E を

(2.2) V− =
⊕

1≤j≤k≤p

Vkj , E =
⊕

1≤j≤p<k≤r

Vkj , V+ =
⊕

p<j≤k≤r

Vkj

により定義する．式 (1.1)により，V± はそれぞれ Vinberg代数 V の部分代数になる．ま

た，E 上の V+-値対称双線型形式 Qおよび E 上の線型写像 ψ(x−) (x− ∈ V−)を

Q(ξ, η) := ξ△ η, ψ(x−)ξ := ξ△x− (ξ, η ∈ E)

により定義する．ただし，それぞれの右辺に現れる三角積は Vinberg代数 V の元として

の積である．さらに，Ω± を Vinberg 代数 V± に対応する等質錐とし，それらの基本相

対不変式をそれぞれ ∆−
1 (x−), . . . ,∆

−
p (x−)および ∆+

1 (x+), . . . ,∆
+
q (x+)と表す．Ω± の

multiplier matrixを σ± とするとき，Ωの基本相対不変式は，これらを用いて以下のよう

に記述できる．

定理 2.3 ([8, Theorem 2.8]). Ωの基本相対不変式 ∆1(x), . . . ,∆r(x)は，ある 0-1行列

Ξ ∈M(q, p; {0, 1})を用いて Γ = (γjk)1≤j,k≤r := σ+Ξとおいたとき，x ∈ Ωに対して{
∆i(x) = ∆−

i (x−) (i = 1, . . . , p),
∆p+j(x) = ∆−

1 (x−)
γj1 · · ·∆−

p (x−)
γjp∆+

j

(
x+ − 1

2Q(ψ(x−)
−1ξ, ξ)

)
(j = 1, . . . , q)

と表される．ただし，x = x− + ξ + x+ (x± ∈ V±, ξ ∈ E)とおいた．この Ξは一意に定

まる．さらに，Ωのmultiplier matrix σ は次のように書ける:

(2.3) σ =

(
σ− 0

σ+Ξσ− σ+

)
=

(
Ip 0
0 σ+

)(
Ip 0
Ξ Iq

)(
σ− 0
0 Iq

)
.

3 Laplace変換の逆数の多項式条件

前節までの記号を引き続き用いる．等質錐 Ω上のH-不変測度を dµ(x)とする．s ∈ Rr

に対して，Ωのガンマ関数 ΓΩ(s)および相対不変関数 ∆s の Laplace変換 L[∆s](y)を

ΓΩ(s) :=

∫
Ω

e−⟨x |e0 ⟩∆s(x) dµ(x),

L[∆s](y) :=
1

ΓΩ(s)

∫
Ω

e−⟨x |y ⟩∆s(x) dµ(x) (y ∈ Ω∗)

によりそれぞれ定義する．これらの積分は，共に sk >
1
2

∑
j<k dimVkj (k = 1, . . . , r)の

とき，そしてそのときに限り収束する (cf. Gindikin [2])．Laplace変換は，L[∆s](e0) = 1



となるように正規化されており，[2]にあるように

(3.1) L[∆s](y) =
1

∆∗
s(y)

(y ∈ Ω∗)

となる．ここで，µ ∈ Rr に対して，Ω∗ の基本相対不変式のべき積の関数∆
µ
∗ を

∆
µ
∗ (y) := ∆∗

1(y)
µ1 · · ·∆∗

r(y)
µr (y ∈ Ω∗; µ = (µ1, . . . , µr))

とすると，∆
µ
∗ (y)は Ω∗ 上のH-相対不変関数で，そのmultiplierは µσ∗ である．同様に

∆ν(x)はmultiplierが νσ である ΩのH-相対不変関数であるので，ν′ := νσσ−1
∗ とおけ

ば，式 (3.1)は次のように書き換えられる：

(3.2) L[∆ν ](y) =
1

∆
ν′

∗ (y)
(y ∈ Ω∗).

例 3.1. Ω = S+
r とする (cf. 例 1.1)．Ωの基本相対不変式 ∆j(x)は左上からの少行列式

det[j](x)，双対錐 Ω∗ の基本相対不変式 ∆∗
k(y)は右下からの少行列式 det[r−k+1](y)であ

るので，それぞれの multiplier matrixは以下のようになる：

(3.3) σ =

(
1 0 ··· 0
1 1

. . .
...

...
. . .

. . . 0
1 1 ··· 1

)
, σ∗ =

(
1 1 ··· 1
0 1 ··· 1
...

. . .
. . .

...

0 ··· 0 1

)
.

したがって ν′ = νσσ−1
∗ = (ν1 + · · ·+ νr,−ν1, . . . ,−νr−1)となり，∆ν(x)の Laplace変

換は次で与えられる：

L[∆ν ](y) =
1

∆
ν′

∗ (y)
=

∆∗
2(y)

ν1 · · ·∆∗
r(y)

νr−1

∆∗
1(y)

ν1+···+νr
(y ∈ Ω∗).

例 3.2. Ωを例 3.2の Vinberg錐とする．このとき，式 (2.3)より

νσσ−1
∗ = (ν1, ν2, ν3)

(
1 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

)
= (ν1 + ν2 + ν3,−ν1 − ν3,−ν1 − ν2)

なので，∆ν(x)の Laplace変換は以下のようになる：

L[∆ν ](y) =
1

∆
ν′

∗ (y)
=

∆∗
2(y)

ν1+ν3∆∗
3(y)

ν1+ν2

∆∗
1(y)

ν1+ν2+ν3
(y ∈ Ω∗).

例 3.1 において ν = (0, . . . , 0, n) (n ∈ N) とすれば，∆ν(x) および (L[∆ν ](y))−1 =

∆
ν′

∗ (y)が共に多項式となる．Faraut–Korányi [1, Propositions VI.3.10 and VII.1.5] に

あるように，既約な対称錐の multiplier matrix は式 (3.3) の形であるので，この性質

は対称錐でも成り立つ．では，対称でない既約等質錐がこの性質をもつことはあるのだ

ろうか．例えば，Vinberg 錐の場合では，どのような ν ̸= 0 に対しても ∆ν(x) および

(L[∆ν ](y))−1 が共に多項式になることはない (cf. 例 3.2)．実は，この性質が対称錐を特

徴付けている．それが次の定理 3.3であり，本稿の主結果である．



定理 3.3 ([8, Theorem 3.4]). Ωを既約等質錐とする．このとき，Ω上の定数でない相対

不変多項式 ∆ν(x)でその Laplace変換の逆数 (L[∆ν ](y))−1 = ∆
ν′

∗ (y)も多項式となるも

のが存在するのは，Ωが対称のとき，そしてそのときに限る．

ベクトル s ∈ Rr に対して，各成分が sj ≥ 0 (j = 1, . . . , r)であるとき s ≥ 0と表す．

他の不等号についても同様である．すると，ν ∈ Zr に対して ∆ν(x)および ∆
ν′

∗ (y) が共

に多項式になるための条件は，

(3.4) ν ≥ 0 かつ ν′ = νσσ−1
∗ ≥ 0

と書き換えられる．したがって，σσ−1
∗ について考察すればよい．定理 3.3を示すために

鍵となるのは，次の命題である．

命題 3.4. 既約な等質錐 Ωに対して，

(1) Ωが対称ならば，σσ−1
∗ u < 0となる u ∈ {0, 1}r は存在しない，

(2) Ωが対称でなければ，σσ−1
∗ u < 0となる u ∈ {0, 1}r が存在する．

証明の概略. (1) Ωを既約対称錐とすると，σ, σ∗ はそれぞれ式 (3.3)で与えられるので，

(3.5) σσ−1
∗ =

(
1 −1 0
...

. . .

1 0 −1
1 0 ··· 0

)

となる．これより，σσ−1
∗ u < 0となる u ∈ {0, 1}r が存在しないことは明らか．

(2) 等質錐の階数が r − 1以下のときに命題が成立すると仮定する．分解 (2.2)において

(p, q) = (r − 1, 1)とすると，V は

V = V ′ ⊕ E ⊕ Rcr

と直和分解される．ここで V ′ = V− とおいた．V ′ に対応する等質錐を Ω′ で表し，σ′,

σ′
∗ をそれぞれ Ω′ および (Ω′)∗ の multiplier matrixとする．このとき定理 2.3より，あ

る γ ∈ {0, 1}r−1 および ε ∈ {0, 1}r−1 が存在して，

σ =

(
σ′ 0
γσ′ 1

)
, σ∗ =

(
σ′
∗ σ′

∗ε
0 1

)
となる．ただし，γ は横ベクトル，ε は縦ベクトルとする．ここで，Ω の既約性によ

り γ ̸= 0 かつ ε ̸= 0 である．また [8, Lemma 3.1] にあるように，γ と ε に対して

γj = εj = 1となる j が存在し，したがって特に γσ′ε ≥ 1となる．さて，簡単のため Ω′

が既約と仮定する．ベクトル u′ ∈ {0, 1}r−1 に対して

σσ−1
∗ u =

(
σ′(σ′

∗)
−1u′ − σ′ε

γσ′(σ′
∗)

−1u′ + 1− γσ′ε

)
, where u :=

(
u′

1

)



となるので，このベクトル σσ−1
∗ u の成分が全て負になることを示す．記号が煩雑にな

ることを避けるために ũ′ := σ′(σ′
∗)

−1u′ とおく．まず Ω′ が対称でないとすると，帰

納法の仮定より ũ′ < 0 となる u′ が存在するため，σσ−1
∗ u < 0 となる．次に Ω′ が

対称とする．このとき σ′(σ′
∗)

−1 は式 (3.5) の形なので，u′ = t(0, 1, . . . , 1) とおけば

ũ′ = t(−1, . . . ,−1, 0)となる．σ′εの末項は ε1 + · · ·+ εr−1 になるので，ε ̸= 0より

ũ′ − σ′ε < 0

を得る．次に γ ũ′ + 1 − γσ′ε を考える．γ ̸= (0, . . . , 0, 1) ならば γ ũ′ < 0となるので，

γ = (0, . . . , 0, 1)とする．このとき εr−1 = 1である．よって γσ′ε = 1 + ε2 + · · ·+ εr−2

なので，ε ̸= t(0, . . . , 0, 1)ならば 1− γσ′ε < 0となる．残るは ε = t(0, . . . , 0, 1) の場合

であるが，このとき

σ =

(
σ′ 0
γσ′ 1

)
=

(
1 0 ··· 0
1 1

. . .
...

...
. . .

. . . 0
1 1 ··· 1

)
, σ∗ =

(
σ′
∗ σ′

∗ε
0 1

)
=

(
1 1 ··· 1
0 1 ··· 1
...

. . .
. . .

...

0 ··· 0 1

)

であるため，[7, Theorem 4.3]より Ωは対称である．Ω′ が既約でないときも同様である．

以上により，Ωが対称でないならば，σσ−1
∗ u < 0となる u ∈ {0, 1}r が存在する．

次の補題は容易に証明できる．

補題 3.5. ν ≥ 0とする．このとき，νA ≥ 0かつある u ∈ {0, 1}r に対して Au < 0を満

たす行列 A が存在すれば，ν = 0となる．

定理 3.3の証明．Ωを対称でない既約等質錐とする．このとき命題 3.4より，σσ−1
∗ u < 0

となる u ∈ {0, 1}r が存在する．ここで ∆ν(x)と (L[∆ν ](y))−1 = ∆
ν′

∗ (y)が共に多項式

であると仮定すると，式 (3.4)を満たさなければならないが，補題 3.5より，これを満た

すのは ν = 0に限る．したがって，Ωが対称でないならば，定理 3.3の条件を満たす H-

相対不変多項式は定数のみである．
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