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1 はじめに

Schur の Q 関数は，対称群の射影表現の研究の中で Schur [17] が導入した対称多項
式である．Schur 関数（Schur の S 関数）が対称群の既約線型表現の指標を記述するよ
うに，Schur の Q 関数は対称群の既約射影表現の指標を記述している．その後，Hall と
Littlewood [9] によって，Schur 関数と Schur の Q 関数の共通の一般化として，Hall–

Littlewood 関数が導入された．ここでは，Hall–Littlewood 関数の次の定義から始める．
（Hall–Littlewood 関数の詳細については，[11, Chapter III] を参照されたい．）
分割とは，非負整数の広義単調減少列 λ = (λ1, λ2, · · · ) で

∑
i≥1 λi < ∞ となるものの

ことである．分割 λ に対して，|λ| =
∑

i≥1 λi を λ の大きさ，l(λ) = #{i : λi > 0} を λ

の長さと呼ぶ．

定義 1.1. x = (x1, · · · , xn) を n 個の変数の組とし，t をパラメータとする．長さ n 以下
の分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λn) に対して，対応するHall–Littlewood P 関数 Pλ(x; t) を，

Pλ(x; t) =
1

Sn,λ(t)

∑
w∈Sn

w

 n∏
i=1

xλi
i

∏
1≤i<j≤n

xi − txj
xi − xj

 (1)

によって定義する．ここで，Sn は n 次対称群であり，

Sn,λ = {w ∈ Sn : wλ = λ}, Sn,λ(t) =
∑

w∈Sn,λ

tl(w)

（ただし l(w) は置換 w の転倒数）である．また，Hall–Littlewood Q 関数 Qλ(x; t) を，

Qλ(x; t) = bλ(t)Pλ(x; t), bλ(t) =
∏
i≥1

mi(λ)∏
j=1

(1− tj) (2)

（ただし mi(λ) は λ における i の重複度）とおいて定義する．

定義 (1), (2) において t = 0 を代入すると，

Pλ(x; 0) = Qλ(x; 0) = sλ(x)

と Schur 関数となる．ここで，Schur 関数 sλ(x) は，

sλ(x) =
det
(
x
λj+n−j
i

)
1≤i, j≤n

det
(
xn−j
i

)
1≤i, j≤n

(3)
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と行列式の比として与えられる．一方で，t = −1 を代入したものが Schur の P 関数，Q

関数である．分割 λ は λ1 > λ2 > · · · > λl(λ) > 0 をみたすとき，ストリクトであると
いう．

定義 1.2. 長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Pλ(x) = Pλ(x;−1), Qλ(x) = Qλ(x;−1) = 2l(λ)Pλ(x) (4)

とおき，それぞれ Schur の P 関数，Q 関数と呼ぶ．

注意. 分割 λ がストリクトでないとき，bλ(−1) = 0 より Qλ(x;−1) = 0 であるが，
Pλ(x;−1) = 0 であるとは限らない．

Schur の Q 関数は Schur 関数に比べると有名ではないが，Schur 関数の現れ方と Schur

の Q 関数の現れ方はよく似ている．例えば，Schur 関数は次のような形でさまざまな場
面に現れる：
(1) Schur 関数におけるべき和対称関数の係数として，対称群の線型既約表現の指標値
が現れる．

(2) Schur 関数は，一般線型群 GL(n,C) の既約多項式表現の指標を与える．
(3) Schur 関数は，Grassmann 多様体のコホモロジーにおける Schubert 類を表す．
(4) Schur 関数は，KP 階層の多項式解（τ 関数）を与える．
これに対して，Schur の Q 関数は次のような状況で現れる：
(1) Schur の Q 関数におけるべき和対称関数の係数として，対称群の線型既約表現の指
標値が現れる (Schur [17])．

(2) Schur の Q 関数は，queer Lie 超代数 q(n,C) =

{(
A B

B A

)
: A,B ∈ Mn(C)

}
の

既約表現の指標を与える (Sergeev [18])．
(3) Schur の Q 関数は，Lagrangian Grassmann 多様体のコホモロジーにおける Schu-

bert 類を表す (Pragacz [16])．
(4) Schur の Q 関数は，BKP 階層の多項式解（τ 関数）を与える (You [20])．
また，Jacobi–Trudi の公式，Giambelli の公式などの Schur 関数に関する等式が行列式を
用いて表されるのに対して，Schur の公式，Józefiak–Pragacz の公式などの Schur の P

関数，Q 関数に関する等式はパフィアンを用いて表される．
本稿の第一の目的は，Schur の P 関数，Q 関数に関するいくつかの等式に対して，パ
フィアンの一般的な公式を利用した見通しのよい証明を与えることである．そして，第二
の目的は，斜交 Q 関数（C 型ルート系に付随した Hall–Littlewood 関数において t = −1

を代入したもの）について，その性質，予想を紹介することである．
本稿の構成は以下の通りである．第 2 節では，Schur の P 関数，Q 関数に関するい
くつかの等式の証明を解説する．第 3 節では，Schur の P 関数，Q 関数や Ivanov の
factorial P 関数，Q 関数を含むような一般化された P 関数を導入し，この一般化に対し
ても Nimmo の公式，Schur の公式，Józefiak–Pragacz の公式がほぼそのままの形で成立
することを述べる．第 4 節では，斜交 Q 関数を導入し，組合せ論的表示などの性質を紹
介し，構造定数などの正値性に関する予想を与える．また，本稿で用いるパフィアンの公
式を付録にまとめておく．
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2 Schur の P 関数，Q 関数に関する公式

この節では，パフィアンのさまざまな公式を利用することによって，Schur の P 関数，
Q 関数に関するいくつかの等式に見通しの良い証明を与える．

2.1 Nimmo の公式

Nimmo の公式を述べるために，記号を導入する．

定義 2.1. n 個の変数の組 x = (x1, · · · , xn) に対して，

A(x) =

(
xj − xi
xj + xi

)
1≤i, j≤n

, D(x) =
∏

1≤i<j≤n

xj − xi
xj + xi

とおく．また，非負整数列 α = (α1, · · · , αl) に対して，

Vα(x) =
(
x
αj

i

)
1≤i≤n, 1≤j≤l

, Wα(x) =
(
χ(αj)x

αj

i

)
1≤i≤n, 1≤j≤l

とおく．ここで，

χ(r) =

2 （r ≥ 1 のとき），

1 （r = 0 のとき）

である．

定理 2.2. (Nimmo [14, (A12)]) 長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Pλ(x) =



1

D(x)
Pf

 A(x) Vλ(x)

−tVλ(x) O

 （n+ l(λ) が偶数であるとき），

1

D(x)
Pf

 A(x) Vλ0(x)

−tVλ0(x) O

 （n+ l(λ) が奇数であるとき），

(5)

Qλ(x) =



1

D(x)
Pf

 A(x) Wλ(x)

−tWλ(x) O

 （n+ l(λ) が偶数であるとき），

1

D(x)
Pf

 A(x) Wλ0(x)

−tWλ0(x) O

 （n+ l(λ) が奇数であるとき）．

(6)

ここで，λ = (λ1, · · · , λl(λ)), λ
0 = (λ1, · · · , λl(λ), 0) である．

n が偶数であるとき D(x) = Pf A(x)（Schur のパフィアン (27)）であり，Nimmo の公
式は Schur 関数の行列式の比による定義 (3) の Schur の Q 関数版と見なすことができる．

証明. （この証明は [14] の証明と同じである．）λ をストリクトな分割とし，l = l(λ) と
おく．このとき，Sn,λ = Sn−l であり，[10, Theorem 2.8] より

∑
w∈Sn−l

w

 ∏
l+1≤i<j≤n

xi − txj
xi − xj

 = Sn−l(t)
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である．よって，

Pλ(x; t) =
∑

w∈Sn/Sn−l

w

 l∏
i=1

xλi
i

∏
1≤i<j≤n

xi − txj
xi − xj

/ ∏
l+1≤i<j≤n

xi − txj
xi − xj

 .

D(x) が wD(x) = sgn(w)D(x) (w ∈ Sn) をみたすことに注意すると，

Pλ(x) =
1

D(x)

∑
w∈Sn/Sn−l

sgn(w)w

 l∏
i=1

xλi
i

∏
l+1≤i<j≤n

xi − xi
xi + xj


=

1

D(x)

∑
w∈Sn/(Sl×Sn−l)

sgn(w)w

det
(
x
λj

i

)
1≤i, j≤l

∏
l+1≤i<j≤n

xi − xi
xi + xj

 .

よって，n− l が偶数であるときは，(xl+1, · · · , xn) に対する Schur のパフィアン (27) を
用いると，

Pλ(x) =
1

D(x)

∑
w∈Sn/(Sl×Sn−l)

sgn(w)w

(
detVλ(x1, · · · , xl) Pf A(xl+1, · · · , xn)

)
と書き直すことができる．また，n − l が奇数であるときは，(xl+1, · · · , xn, 0) に対して
(27) を用いると，

Pλ(x) =
1

D(x)

∑
w∈Sn/(Sl×Sn−l)

sgn(w)w

(
detVλ(x1, · · · , xl) Pf

(
A(xl+1, · · · , xn) 1

−t1 0

))
（ここで，1 は成分がすべて 1 の縦ベクトルである）と書き直すことができる．従って，パ
フィアンの展開公式 (30) を用いることにより，求める結論が得られる．

Nimmo の公式（定理 2.2）を用いると，次の安定性が示される．

命題 2.3. 長さ n+ 1 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Qλ(x1, · · · , xn, 0) =

Qλ(x1, · · · , xn) （l(λ) ≤ n のとき），

0 （l(λ) = n+ 1 のとき）．

証明. Nimmo の公式 (6) より，

Qλ(x, 0)

=



1

D(x, 0)
Pf


A(x) −1 Wλ(x)

t1 0 t0

−tWλ(x) 0 O

 （(n+ 1) + l(λ) が偶数であるとき），

1

D(x, 0)
Pf


A(x) −1 Wλ(x) 1

t1 0 t0 1

−tWλ(x) 0 O 0

−t1 1 t0 0

 （(n+ 1) + l(λ) が奇数であるとき）．

よって，パフィアンの交代性，多重線型性（と n+ 1+ l(λ) が奇数であるときは展開公式
(29)）を用い，Nimmo の公式 (6) と比較すると，求める結論が得られる．
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2.2 Schur の公式

一旦 Nimmo の公式が得られると，パフィアンに関する一般的な公式を適用することに
よって，Schur の P 関数，Q 関数に関する等式を導くことが可能になる．
Schur [17, Abschnitt IV]は，次の 3段階で Schurの Q関数 Qλ(x)を定義している：
(1) まず，長さ 1 の分割については，Q(r)(x) = qr(x) の母関数を与える．
(2) 次に，長さ 2 の分割については，Q(r,s)(x) を qk(x) (k ≥ 0) の 2 次式として定義
する．

(3) 最後に，一般のストリクトな分割 λ については，Qλ(x) を Q(r,s)(x) (r, s ≥ 0) を
成分とする交代行列のパフィアンとして定める．

ここでは，Nimmo の公式から Schur のこの定義が復元できることを示す．証明のために，∑
r≥0

χ(r)xri z
r =

1 + xiz

1− xiz
(7)

であることに注意する．

命題 2.4. (Schur [17])

(1) Q(0)(x) = Q∅(x) = 1 と定義すると，

∑
r≥0

Q(r)(x)z
r =

n∏
i=1

1 + xiz

1− xiz
. (8)

(2) Q(0,0)(x) = 0 とし，正整数 r, s に対して

Q(r,s)(x) = −Q(s,r)(x), Q(r,0)(x) = −Q(0,r)(x) = Q(r)(x)

となるように Q(r,s)(x) の定義を非負整数の組 (r, s) に対して拡張しておく．この
とき， ∑

r,s≥0

Q(r,s)(x)z
rws =

z − w

z + w

(
n∏

i=1

1 + xiz

1− xiz

n∏
i=1

1 + xiw

1− xiw
− 1

)
. (9)

特に，r > s > 0 であるとき，

Q(r,s)(x) = Q(r)(x)Q(s)(x) + 2

s∑
i=1

(−1)iQ(r+i)(x)Q(s−i)(x).

証明. (1) 命題 2.3 により n は奇数であるとしてよい．このとき，Nimmo の公式 (6) と
パフィアンの多重線型性を用いると，(7) により，

∑
r≥0

Q(r)(x)z
r =

1

D(x)
Pf


(
xj − xi
xj + xi

)
1≤i, j≤n

(
1 + xiz

1− xiz

)
1≤i≤n

−t

(
1 + xiz

1− xiz

)
1≤i≤n

0

 .

よって，Schur のパフィアン (27) を (x1, · · · , xn,−1/z) に対して適用すると，(1) が得
られる．
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(2) 命題 2.3 により n は偶数であるとしてよい．このとき，Nimmo の公式 (6) とパフィ
アンの多重線型性を用いると，(7) により，∑

r,s≥0

Q(r,s)(x)z
rws

=
1

D(x)
Pf



(
xj − xi
xj + xi

)
1≤i, j≤n

(
1 + xiz

1− xiz

)
1≤i≤n

(
1 + xiw

1− xiw

)
1≤i≤n

−t

(
1 + xiz

1− xiz

)
1≤i≤n

0 0

−t

(
1 + xiw

1− xiw

)
1≤i≤n

0 0


.

よって，(27) を (x1, · · · , xn,−1/z,−1/w) に対して適用したものと比較すると，(2) が得
られる．

定理 2.5. (Schur [17]) 非負整数列 α = (α1, · · · , αl) に対して，

Sα(x) =
(
Q(αi,αj)(x)

)
1≤i, j≤l

(10)

と定義する．このとき，長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Qλ(x) =

Pf Sλ(x) （l(λ) が偶数であるとき），

Pf Sλ0(x) （l(λ) が奇数であるとき）．
(11)

証明. 命題 2.3 により n は偶数であるとしてよい．このとき，パフィアン版 Sylvester の
公式 (31) を

X =



 A(x) Wλ(x)

−tWλ(x) O

 （l(λ) が偶数であるとき）， A(x) Wλ0(x)

−tWλ0(x) O

 （l(λ) が奇数であるとき）

に対して適用すればよい．

2.3 Pieri 型の公式

次に，一般の Schur の P 関数に 1 行の分割に対応する Q 関数を掛けたときの分解を
与える Pieri 型の公式を示す．

定理 2.6. (Morris [13, Theorem 1]) 長さ n 以下のストリクトな分割 µ と正整数 r に対
して，

Pµ(x)Q(r)(x) =
∑
λ

2a(λ,µ)Pλ(x).

ここで，和は λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ · · · , |λ| = |µ|+ r をみたす長さ n 以下のストリクト
な分割 λ 全体をわたり，a(λ, µ) = #{i : λi > µi > λi+1} である．
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証明. l = l(µ) とおく．命題 2.3 により n + l は奇数であるとしてよい．Q(r)(x) の母関
数 (8) と Hall–Littlewood 関数の定義 (1) を用いると，

Pµ(x)

∞∑
r=0

Q(r)(x)z
r =

1

Sn,µ(t)

∑
w∈Sn

w

 n∏
i=1

(
xµi
i

1 + xiz

1− xiz

) ∏
1≤i<j≤n

xi − txj
xi − xj

 .

Nimmo の公式（定理 2.2）の証明と同様の議論により，

Pµ(x)
∞∑
r=0

Q(r)(x)z
r

=
1

D(x)

∑
w∈Sn/(SL×Sn−l)

sgn(w)w

det

(
x
µj

i

1 + xiz

1− xiz

)
1≤i, j≤l

n∏
i=l+1

1 + xiz

1− xiz

∏
l+1≤i, j≤n

xi − xj
xi + xj

 .

ここで，(27) を (xl+1, · · · , xn,−1/z) に対して適用すると，

n∏
i=l+1

1 + xiz

1− xiz

∏
l+1≤i, j≤n

xj − xi
xj + xi

= Pf


(
xj − xi
xj + xi

)
l+1≤i, j≤n

(
1 + xiz

1− xiz

)
l+1≤i≤n

−t

(
1 + xiz

1− xiz

)
l+1≤i≤n

0


と表されるから，

Pµ(x)

∞∑
r=0

Q(r)(x)z
r

=
1

D(x)

∑
w∈Sn/(Sl×Sn−l)

sgn(w)w

 det Ṽµ(x1, · · · , xl; z)

×Pf

(
A(xl+1, · · · , xn) Ṽ(0)(xl+1, · · · , xn; z)

−tṼ(0)(xl+1, · · · , xn; z) 0

)  .

ここで，α = (α1, · · · , αl) に対して，

Ṽα(x; z) =

(
x
αj

i

1 + xiz

1− xiz

)
1≤i≤n, 1≤j≤l

とおいた．従って，パフィアンの展開公式 (30) を用いると，

Pµ(x)

∞∑
r=0

Q(r)(x)z
r =

1

D(x)
Pf

(
A(x) Ṽµ0(x; z)

−tṼµ0(x; z) O

)

となることがわかる．後は，パフィアンの多重線型性を用いることによって結論を導くこ
とができる．
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2.4 Cauchy 型の公式

定理 2.7. (Schur [17]) 変数 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) に対して，∑
λ

Pλ(x)Qλ(y) =
∑
λ

1

2l(λ)
Qλ(x)Qλ(y) =

n∏
i,j=1

1 + xiyj
1− xiyj

. (12)

ここで，λ は長さ n 以下のストリクトな分割全体を動く．

証明. パフィアン版 Cauchy–Binet の公式 (33) を

A = A(x), S =
(
xji

)
1≤i≤n, j≥0

, B = A(y), T =
(
χ(j)yji

)
1≤i≤n, j≥0

に対して適用する．nが偶数［あるいは奇数］であるとき，ストリクトな分割と偶数個［奇
数個］の元からなる非負整数の集合は対応

λ 7−→

{λ1, · · · , λl(λ)} （l(λ) が偶数［奇数］であるとき），

{λ1, · · · , λl(λ), 0} （l(λ) が奇数［偶数］であるとき）

によって 1 対 1 に対応しているから，(6), (33) を用いると，

∑
λ

Pλ(x)Qλ(y) =
(−1)(

n
2)

D(x)D(y)
Pf


(
xj − xi
xj + xi

)
1≤i, j≤n

(
1 + xiyj
1− xiyj

)
1≤i, j≤n

−t

(
1 + xiyj
1− xiyj

)
1≤i, j≤n

−
(
yj − xi
yj + yi

)
1≤i, j≤n

 .

このパフィアンは，(27) を (x1, · · · , xn,−1/y1, · · · ,−1/yn) に対して適用することによっ
て，積の形に表すことができ，求める結論が得られる．

2.5 Józefiak–Pragacz の公式

ここでは，歪 Q 関数をパフィアンで表す Józefiak–Pragacz の公式を証明する．

定義 2.8. 非負整数列 α = (α1, · · · , αl), β = (β1, · · · , βm) に対して，

Mα/β(x) =
(
Q(αi−βm+1−j)(x)

)
1≤i≤l, 1≤j≤m

(13)

とおく．ただし，r < 0 のときは Q(r)(x) = 0 であると約束する．分割 λ, µ に対して，歪
Q 関数 Qλ/µ(x) を

Qλ/µ(x) =


Pf

 Sλ(x) Mλ/µ(x)

−tMλ/µ(x) O

 （l(λ) + l(µ) が偶数であるとき），

Pf

 Sλ(x) Mλ/µ0(x)

−tMλ/µ0(x) O

 （l(λ) + l(µ) が奇数であるとき）

(14)

によって定義する．
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注意. λ ⊃ µ（つまり，任意の i ≥ 1 に対して λi ≥ µi）でないときは，Qλ/µ(x) = 0 で
ある．

定理 2.9. (Józefiak–Pragacz [6]) ストリクトな分割 λ と変数 x = (x1, · · · , xn), y =

(y1, · · · , yk) に対して，
Qλ(x,y) =

∑
µ

Qλ/µ(x)Qµ(y). (15)

ここで，µ はストリクトな分割全体を動く．

証明. l = l(λ) とおく．命題 2.3 により l+ k は偶数であると仮定してよい．このとき，パ
フィアン版 Cauchy–Binet の公式 (32) を

A = Sλ(x), S =
(
Q(λi−j)(x)

)
1≤i≤l, j≥0

, B = A(y), T =
(
χ(j)yji

)
1≤i≤k, j≥0

に対して適用する．このとき，(8) を用いると，StT の (i, j) 成分が

λi∑
k=0

Q(λi−k)(x) · χ(k)ykj = Q(λi)(x, yj)

となることがわかるから，(6), (32) を用いると，∑
µ

Qλ/µ(x)Qµ(y)

=
1

D(y)
Pf


(
Q(λi,λj)(x)

)
1≤i, j≤l

(
Q(λi)(x, yj)

)
1≤i≤l, 1≤j≤k

−t

(
Q(λi)(x, yj)

)
1≤i≤l, 1≤j≤k

(
yj − yi
yj + yi

)
1≤i, j≤k

 .

よって，次の定理が示されればよい．

定理 2.10. 変数 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yk)を考え，非負整数列 α = (α1, · · · , αl)

に対して，
Nα(x|y) =

(
Q(αi)(x, yj)

)
1≤i≤l, 1≤j≤k

とおく．このとき，ストリクトな分割 λ に対して，

Qλ(x,y) =



1

D(y)
Pf

 Sλ(x) Nλ(x|y)
−tNλ(x|y) A(y)

 （l(λ) + k が偶数であるとき），

1

D(y)
Pf

 Sλ0(x) Nλ0(x|y)
−tNλ0(x|y) A(y)

 （l(λ) + k が奇数であるとき）．

(16)

この定理において，n = 0 の場合（変数 x がないとき）が Nimmo の公式 (6) であり，
k = 0 の場合（変数 y がないとき）が Schur の公式 (11) である．
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証明. 示すべき等式 (16)の右辺を Q′
λ(x|y)とおくと，パフィアン版 Sylvesterの公式 (31)

から
Q′

λ(x|y) = Pf
(
Q′

(λi,λj)
(x|y)

)
1≤i, j≤r

（ここで，l(λ) が偶数のときは r = l(λ)，奇数のときは r = l(λ) + 1 である）となること
がわかる．よって，Q′

(r)(x|y) = Q(r)(x,y), Q
′
(r,s)(x|y) = Q(r,s)(x,y) となることを示せ

ばよい．そのために，Q′
(r)(x|y), Q

′
(r,s)(x|y) が命題 2.4 (1), (2) と同じ形の母関数をもつ

ことを示す．例えば，k が奇数であるとき，∑
r≥0

Q′
(r)(x|y)z

r

=
1

D(y)
Pf


0 t

( n∏
i=1

1 + xiz

1− xiz
· 1 + yjz

1− yjz

)
1≤j≤k( n∏

i=1

1 + xiz

1− xiz
· 1 + yjz

1− yjz

)
1≤j≤k

(
yj − yi
yj + yi

)
1≤i, j≤k

 .

ここで，パフィアンの多重線型性を用い，(27)を (−1/z, y1, · · · , yk)に対して適用すると，

∑
r≥0

Q′
(r)(x|y)z

r =

n∏
i=1

1 + xiz

1− xiz

k∏
j=1

1 + yjz

1− yjz
=
∑
r≥0

Q(r)(x,y)z
r

となることがわかる．他も同様である．

3 一般化された P 関数

前節で与えた Schur の P 関数，Q 関数の等式の証明をよく見ると，Hall–Littlewood

関数の定義 (1) の因子や Nimmo の公式 (5), (6) の右上ブロック Vα(x), Wα(x) の成分が
単項式であることは本質的ではない．そこで，次のような一般化が考えられる．

定義 3.1. 1 変数多項式の列 G = {gd(u)}∞d=0 で

g0(u) = 1, deg gd(u) = d (d ≥ 1)

をみたすものと，長さ n 以下の分割 λ が与えられたとき，

P G
λ (x; t) =

1

Sn,λ(t)

∑
w∈Sn

w

 n∏
i=1

gλi
(xi)

∏
1≤i<j≤n

xi − txj
xi − xj

 (17)

とおき，G に付随した Hall–Littlewood 関数と呼ぶ．また，ストリクトな分割 λ に対
して，

P G
λ (x) = P G

λ (x;−1) (18)

とおき，G に付随した P 関数と呼ぶ．
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この一般化は，次のように Schur の P 関数，Q 関数，Ivanov の factorial P 関数，Q

関数（[4, 5] を見よ）を含んでいる．

例 3.2. (1) 多項式列 G が gd(u) = ud (d ≥ 1) で与えられるとき，P G
λ (x) は Schur の

P 関数である．
(2) 多項式列 G が gd(u) = 2ud (d ≥ 1) で与えられるとき，P G

λ (x) は Schur の Q 関数
である．

(3) 多項式列 G が gd(u) = (u|a)d =
∏d−1

i=0 (u+ ai) (d ≥ 1) で与えられるとき，PG
λ (x)

は Ivanov の factorial P 関数である．
(4) 多項式列 G が gd(u) = 2(u|a)d = 2

∏d−1
i=0 (u+ai) (d ≥ 1)で与えられるとき，PG

λ (x)

は Ivanov の factorial Q 関数である．

また，次の節（命題 4.3）で見るように，C 型ルート系に付随した P 関数，Q 関数も
含まれている．
前節の証明をほぼ踏襲することにより，次の定理が示される．（厳密には，命題 2.3 の安
定性が成り立たないので，偶奇による場合分けとそれぞれの場合での証明が必要となる．
また，一般には母関数

∑
r≥0 gr(u)z

r が因数分解しないので，Schur のパフィアン (27) が
利用できなくなり証明はやや複雑になる．）

定理 3.3. （Nimmo 型の公式）非負整数列 α = (α1, · · · , αl) に対して，

V G
α (x) =

(
gαj (xi)

)
1≤i≤n, 1≤j≤l

とおく．このとき，長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

P G
λ (x) =



1

D(x)
Pf

 A(x) V G
λ (x)

−tV G
λ (x) O

 （n+ l(λ) が偶数であるとき），

1

D(x)
Pf

 A(x) V G
λ0(x)

−tV G
λ0(x) O

 （n+ l(λ) が奇数であるとき）．

定理 3.4. （Schur 型の公式）非負整数列 α = (α1, · · · , αl) に対して，

SG
α(x) =

(
P G
(αi,αj)

(x)
)
1≤i, j≤l

とおく．このとき，長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

P G
λ (x) =

Pf SG
λ (x) （l(λ) が偶数であるとき），

Pf SG
λ0(x) （l(λ) が奇数であるとき）．

一般の G に付随した歪 Q 関数の定義には少し工夫が必要である．

定義 3.5. 非負整数 r, k に対して，P G
r/k(x) = P G

r/k(x1, · · · , xn) を

P G
(r)(x1, · · · , xn, u) =

∞∑
k=0

P G
r/k(x1, · · · , xn)gk(u)
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によって定義する．（0 ≤ k ≤ r でなければ P G
r/k(x) = 0 である．）非負整数列 α =

(α1, · · · , αl), β = (β1, · · · , βm) に対して，

MG
α/β(x) =

(
P G
αi/βm+1−j

(x)
)
1≤i≤l, 1≤j≤m

とおく．そして，ストリクトな分割 λ, µ と非負整数 k に対して，G に付随した歪 P 関
数 P G

λ/µ,k(x) を

P G
λ/µ,k(x)

=



Pf

 SG
λ (x) MG

λ/µ(x)

−tMG
λ/µ(x) O

 （l(λ) ≡ k, l(µ) ≡ k mod 2 であるとき），

Pf

 SG
λ (x) MG

λ/µ0(x)

−tMλ/µ0(x) O

 （l(λ) ≡ k, l(µ) ̸≡ k mod 2 であるとき），

Pf

 SG
λ0(x) MG

λ0/µ
(x)

−tMG
λ0/µ

(x) O

 （l(λ) ̸≡ k, l(µ) ≡ k mod 2 であるとき），

Pf

 SG
λ0(x) MG

λ0/µ0(x)

−tMG
λ0/µ0(x) O

 （l(λ) ̸≡ k, l(µ) ̸≡ k mod 2 であるとき）

によって定義する．

注意. 一般には，P G
r/k(x) ̸= P G

r−k(x) であり，P G
λ/∅(x) ̸= P G

λ (x) である．また，多項式列
G が gd(0) = 0 (d ≥ 1) をみたしているならば，k によらずに

P G
λ/µ,k(x) =


Pf

 SG
λ (x) MG

λ/µ(x)

−tMG
λ/µ(x) O

 （l(λ) + l(µ) が偶数であるとき），

Pf

 SG
λ (x) MG

λ/µ0(x)

−tMG
λ/µ0(x) O

 （l(λ) + l(µ) が奇数であるとき）

となる．

定理 3.6. （Józefiak–Pragacz 型の公式）ストリクトな分割 λ と変数 x = (x1, · · · , xn),
y = (y1, · · · , yk) に対して，

P G
λ (x,y) =

∑
µ

P G
λ/µ,k(x)P

G
µ (y).

ここで，µ はストリクトな分割全体をわたる．

4 斜交 Q 関数

この節では，Cn 型ルート系に付随した Hall–Littlewood 関数において t = −1 を代入
したものを考える．

12



4.1 斜交 Q 関数

Hall–Littlewood 関数は，一般のルート系に対しても定義される．（例えば，[12, §10] を
見よ．）ここでは，Cn 型ルート系に付随した Hall–Littlewood 関数を考える．Euclid 空
間 Rn の標準基底（正規直交基底）を e1, · · · , en とするとき，Cn 型ルート系 ∆ とその正
ルート系 ∆+ はそれぞれ

∆ = {±(ei ± ej) : 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2ei : 1 ≤ i ≤ n},
∆+ = {ei ± ej : 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {2ei : 1 ≤ i ≤ n}

で与えられる．また，対応する Weyl 群を W とすると，W ∼= Sn ⋉ (Z/2Z)n である．

定義 4.1. 長さ n 以下の分割 λ に対して，

P⟨λ⟩(x; t) =
1

Wλ(t)

∑
w∈W

w

 n∏
i=1

xλi
i

n∏
i=1

1− tx−2
i

1− x−2
i

∏
1≤i<j≤n

1− tx−1
i xj

1− x−1
i xj

1− tx−1
i x−1

j

1− x−1
i x−1

j


(19)

とおき，斜交 Hall–Littlewood 関数 (symplectic Hall–Littlewood function) と呼ぶ．こ
こで，

Wλ = {w ∈ W : wλ = λ}, Wλ(t) =
∑

w∈Wλ

tl(w)

（ただし l(w) は Coxeter 群 W の元として w の長さ）である．

定義 1.1 で定義した Hall–Littlewood 関数（A 型のルート系に対応するもの）の場合と
同様に，P⟨λ⟩(x; t) ∈ Z[t][x±1

1 , · · · , x±1
n ]W となることがわかり，t = 0, −1 を代入したも

のを考えることができる．t = 0 を代入すると，

P⟨λ⟩(x; 0) = s⟨λ⟩(x)

と斜交 Schur 関数となる．ここで，斜交 Schur 関数 (symplectic Schur function) s⟨λ⟩(x)

は

s⟨λ⟩(x) =
det
(
x
λj+n−j+1
i − x

−(λj+n−j+1)
i

)
1≤i, j≤n

det
(
xn−j+1
i − x

−(n−j+1)
i

)
1≤i, j≤n

によって定義される．斜交 Schur 関数 s⟨λ⟩(x) は，斜交群 Sp(2n,C) の最高ウェイト λ

をもつ既約表現の指標である．

定義 4.2. 長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

P⟨λ⟩(x) = P⟨λ⟩(x;−1), Q⟨λ⟩(x) = 2l(λ)P⟨λ⟩(x) (20)

とおき，それぞれ斜交 P 関数 (symplectic P -function)，斜交 Q 関数 (symplectic Q-

function) と呼ぶ．

斜交 P 関数，Q 関数は前節で導入した一般化された P 関数の一例となっている．
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命題 4.3. (1) G = {gd(u)}d≥0 を

g0(z) = 1, gd(z + z−1) = (z + z−1)
zd − z−d

z − z−1

となる多項式列とする．このとき，長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

P⟨λ⟩(x) = P G
λ (x+ x−1). (21)

ここで，x+ x−1 = (x1 + x−1
1 , · · · , xn + x−1

n ) である．
(2) G′ = {g′d(u)}d≥0 を

g′0(z) = 1, g′d(z + z−1) = 2(z + z−1)
zd − z−d

z − z−1

となる多項式列とする．このとき，長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Q⟨λ⟩(x) = P G′

λ (x+ x−1). (22)

従って，前節で与えた Nimmo 型の公式（定理 3.3），Schur 型の公式（定理 3.4），
Józefiak–Pragacz 型の公式（定理 3.6）が，斜交 Q 関数に対しても成立する．（命題 4.3 に
おいて gd(0) = g′d(0) = 0 (d ≥ 1) であることに注意する．）長さ 2 以下の分割に対応する
斜交 Q 関数の母関数は，次の命題のように表される．

命題 4.4. (1) Q⟨(0)⟩(x) = Q⟨∅⟩(x) = 1 と定義すると，

∑
r≥0

Q⟨(r)⟩(x)z
r =

n∏
i=1

(1 + xiz)(1 + x−1
i z)

(1− xiz)(1− x−1
i z)

. (23)

(2) Q⟨(0,0)⟩(x) = 0 とし，正整数 r, s に対して

Q⟨(r,s)⟩(x) = −Q⟨(s,r)⟩(x), Q⟨(r,0)⟩(x) = −Q⟨(0,r)⟩(x) = Q⟨(r)⟩(x),

となるように Q⟨(r,s)⟩(x) の定義を非負整数の組 (r, s) に対して拡張しておく．この
とき，∑

r,s≥0

Q⟨(r,s)⟩(x)z
rws

=
(z + w)(1 + zw)

(z − w)(1− zw)

(
n∏

i=1

(1 + xiz)(1 + x−1
i z)

(1− xiz)(1− x−1
i z)

n∏
i=1

(1 + xiw)(1 + x−1
i w)

(1− xiw)(1− x−1
i w)

− 1

)
.

(24)

4.2 斜交 Q 関数の組合せ論的表示

Józefiak–Pragacz 型の公式（定理 3.6）を用いることによって，斜交 Q 関数をある種の
半標準盤の母関数として表す公式（King–Hamel [7] の予想）を証明することができる．
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ストリクトな分割 λ に対して，

S(λ) = {(i, j) ∈ Z2 : 1 ≤ i ≤ l(λ), i ≤ j ≤ λi + i− 1}

とおき，λ の変形 Young 図形 (shifted Young diagram) と呼ぶ．また，Young 図形の
ときと同様に，正方形を並べて S(λ) を図示する．例えば，λ = (4, 3, 1) の変形 Young 図
形は

となる．

定義 4.5. (King–Hamel [7]) ストリクトな分割 λ に対して，λ を枠とする斜交プライム
つき変形盤 (symplectic primed shifted tableau) とは，λ の変形 Young 図形 S(λ) の各
正方形に全順序集合

An = {1′ < 1 < 1′ < 1 < 2′ < 2 < 2′ < 2 < · · · < n′ < n < n′ < n}

の元を 1 つずつ書き込んで次の 5 つの条件 (i) ～ (v) をみたすようにしたもののことで
ある：

(i) 各行の成分は左から右に広義単調増加である．
(ii) 各列の成分は上から下に広義単調増加である．
(iii) k′ も k′ も各行に 2 回以上現れない．
(iv) k も k も各列に 2 回以上現れない．
(v) 第 k 行の成分は An の順序に関して k′ 以上である．
このような λ を枠とする斜交プライムつき半標準盤全体のなす集合を SpPSTab(λ;n) と
表す．盤 T ∈ SpPSTab(λ;n) に対して，文字 γ ∈ An の T における出現回数を m(γ)

とし，

xT =
n∏

k=1

x
m(k′)+m(k)−m(k′)−m(k)
i

と定義する．

例えば，

T =

1 1 2
′ 3′

2′ 2
′ 3

4

は斜交プライムつき変形盤であり，xT = x21x
−1
2 x23x4 である．

定理 4.6. （King–Hamel の予想 [7, Conjecture 3.1]）長さ n 以下のストリクトな分割 λ

に対して，
Q⟨λ⟩(x) =

∑
T∈SpPSTab(λ;n)

xT . (25)

証明のアイデア. 示すべき式 (25) の両辺がともに次の 3 つの性質 (a), (b), (c) をみたす
ことが証明できる：

15



(a) Q⟨λ⟩(x1, · · · , xn−1, xn) =
∑

µQ⟨µ⟩(x1, · · · , xn−1)Q⟨λ/µ⟩(xn).

(b) S(λ) ⊃ S(µ) かつ l(λ)− l(µ) ≤ 1 でない限り，Q⟨λ/µ⟩(xn) = 0.

(c) S(λ) ⊃ S(µ) かつ l(λ)− l(µ) ≤ 1 であるとき，

Q⟨λ/µ⟩(xn) = det
(
Q⟨(λi−µj)⟩(xn)

)
1≤i, j≤l(λ)

.

（左辺については Józefiak–Pragacz 型の公式（定理 3.6）を用い，右辺については斜交プ
ライムつき変形盤の定義と lattice path method を用いる．）よって，n = 1, λ = (r) の場
合に帰着されるが，この場合は両辺を具体的に計算すれば (25) が示される．

注意. a = (a0, a1, a2, · · · ) を factorial パラメータとする斜交 factorial Hall–Littlewood

関数を

P⟨λ⟩(x|a; t) =
1

Wλ(t)

∑
w∈W

w

 n∏
i=1

(xi|a)λi

n∏
i=1

1− tx−2
i

1− x−2
i

∏
1≤i<j≤n

1− tx−1
i xj

1− x−1
i xj

1− tx−1
i x−1

j

1− x−1
i x−1

j


（ここで，(t|a)d =

∏d−1
i=0 (t + ai) である）とおいて定義し，斜交 factorial P 関数，Q 関

数を
P⟨λ⟩(x|a) = P⟨λ⟩(x|a;−1), Q⟨λ⟩(x|a) = 2l(λ)P⟨λ⟩(x|a)

によって定める．すると，これらの斜交 factorial P 関数，Q 関数も前節で導入した一般
化された P 関数の一例となる．さらに，斜交プライムつき変形盤 T ∈ SpPSTab(λ;n) の
重みを

(x|a)T =
∏

(i,j)∈S(λ)

wt(T (i, j); i, j), wt(γ; i, j) =


xk − aj−i （γ = k′ のとき），

xk + aj−i （γ = k のとき），

x−1
k − aj−i （γ = k′ のとき），

x−1
k + aj−i （γ = k のとき）

と定めると，定理 4.6 の証明と同様にして，a0 = 0 の場合には

Q⟨λ⟩(x|a) =
∑

T∈SpPSTab(λ;n)

(x|a)T

となることが示される．この右辺の母関数は Hamel–King [2] が組合せ論的に定義した斜
交 Q 関数の factorial 類似（ただし y = x の場合）であり，上記の Hall–Littlewood 関
数の表示を用いると，徳山型の公式 [2, Theorem 17] が容易に導かれる．

4.3 正値性予想

n 変数対称多項式環を Λn = C[x1, · · · , xn]Sn とし，その部分環 Γn を

Γn = {f ∈ Λn : f(t,−t, x3, · · · , xn) は t によらない }

とおいて定義する．このとき，Schur 関数 {sλ(x) : λ は長さ n 以下の分割 } は Λn の基
底をなし，Schur の Q 関数 {Qλ(x) : λ は長さ n 以下のストリクトな分割 } は，Γn の基
底をなす．
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定理 4.7. （[11, Chapter III, (8.17)] を見よ）
(1) 長さ n 以下のストリクトな分割 µ, ν に対して，

Pµ(x)Pν(x) =
∑
λ

fλ
µ,νPλ(x)

と展開するとき，係数 fλ
µ,ν は非負整数である．

(2) 長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Pλ(x) =
∑
µ

gλ,µsµ(x)

と展開するとき，係数 gλ,µ は非負整数である．

注意. 展開定数 fλ
µ,ν については，Schur 関数に対する Littlewood–Richardson 規則の対

応物が Stembridge [19, Theorem 8.3], Cho [1, Theorem 5.12] によって与えられている．
また，展開係数 gλ,µ についても，Stembridge [19, Theorem 9.3] によって組合せ論的な表
示が得られている．

同様に，Cn 型 Weyl 群 W の作用で不変な Laurent 多項式全体のなす環を ΛC
n =

C[x±1
1 , · · · , x±1

n ]W とし，その部分環 ΓC
n を

ΓC
n = {f ∈ ΛC

n : f(t,−t, x3, · · · , xn) は t によらない }

とおいて定める．このとき，斜交 Schur 関数 {s⟨λ⟩(x) : λ は長さ n 以下の分割 } は ΛC
n

の基底をなし，斜交 Q 関数 {Q⟨λ⟩(x) : λ は長さ n 以下のストリクトな分割 } は ΓC
n の基

底をなす．まず，ΓC
n の積の構造定数について，

予想 4.8. 長さ n 以下のストリクトな分割 µ, ν に対して，

P⟨µ⟩(x)P⟨ν⟩(x) =
∑
λ

f
⟨λ⟩
⟨µ⟩,⟨ν⟩P⟨λ⟩(x)

と展開するとき，係数 f
⟨λ⟩
⟨µ⟩,⟨ν⟩ は非負整数である．

次に，Schur の Q 関数 Qλ(x1, · · · , x2n) において，xn+i = x−1
i (1 ≤ i ≤ n) と代入し

たものを考えると，Qλ(x1, · · · , xn, x−1
1 , · · · , x−1

n ) ∈ ΓC
n となる．よって，斜交 Q 関数で

展開することができる．

予想 4.9. 長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

Qλ(x1, · · · , xn, x−1
1 , · · · , x−1

n ) =
∑
µ

cλ,⟨µ⟩Q⟨µ⟩(x1, · · · , xn)

と展開するとき，係数 cλ,⟨µ⟩ は非負整数である．

さらに，

予想 4.10. 長さ n 以下のストリクトな分割 λ に対して，

P⟨λ⟩(x) =
∑
µ

g⟨λ⟩,⟨µ⟩s⟨µ⟩(x)

と展開するとき，係数 g⟨λ⟩,⟨µ⟩ は非負整数である．

17



A パフィアンの公式

この付録では，本文中で用いたパフィアンの公式をまとめておく．
まず，2m 次交代行列 A = (aij)1≤i, j≤2m のパフィアンは，

Pf(A) =
∑

π∈F2m

sgn(π)aπ(1),π(2)aπ(3),π(4) · · · aπ(2m−1),π(2m)

と定義される．ここで，

F2m = {π ∈ S2m : π(1) < π(3) < · · · < π(2m− 1), π(2i− 1) < π(2i) (1 ≤ i ≤ m)}

であり，sgn(π) は置換 π の符号である．パフィアンは交代性，多重線型性をもち，同じ
サイズの交代行列 A と正方行列 T に対して

Pf(tTAT ) = det(T ) Pf(A) (26)

が成り立つ．パフィアンの基本的な性質やさまざまな公式とその応用については，[3], [15]

を参照されたい．
Schur の Q 関数の理論で最もよく用いられるのが，次の Schur のパフィアンである．

補題 A.1. (Schur [17]) n が偶数であるとき，

Pf

(
xj − xi
xj + xi

)
1≤i, j≤n

=
∏

1≤i<j≤n

xj − xi
xj + xi

. (27)

正整数 nに対して [n] = {1, 2, . . . , n}とおき，[n]の部分集合 I に対して Σ(I) =
∑

i∈I i

と表す．また，M ×N 行列 X = (xi,j)1≤i≤M, 1≤j≤N と部分集合 I = {i1, · · · , ir} ⊂ [M ],

J = {j1, · · · , js} ⊂ [N ] (i1 < · · · < ir, j1 < · · · < js) に対して，X から第 i1 行，· · ·，第
ir 行，第 j1 列，· · ·，第 js 列を取り出してできる r × s 行列を X(I; J) と表す：

X(I; J) =
(
xip,jq

)
1≤p≤r, 1≤q≤s

.

交代行列 X に対しては，X(I; I)を単に X(I)と表す．空集合については，detX(∅; ∅) = 1,

PfX(∅) = 1 であると約束する．

命題 A.2. m, n を非負整数とし，m+ n は偶数であると仮定する．このとき，m 次交代
行列 Z，n 次交代行列 Z ′ と m× n 行列 W に対して，

Pf

(
Z W

−tW Z ′

)
=
∑
I,J

ε(I, J) Pf Z(I) Pf Z ′(J) detW ([m] \ I; [n] \ J). (28)

ここで，和は偶数個の元からなる部分集合 I ⊂ [m], J ⊂ [n]の対 (I, J)でm−#I = n−#J

をみたすもの全体にわたる．また，

ε(I, J) = (−1)Σ(I)+Σ(J)+(m2 )+(
n
2)+(

k
2)

（ただし k = m−#I = n−#J）である．
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証明. 置換 π ∈ Fm+n は，[m + n] = {1, 2, · · · ,m + n} の (m + n)/2 個の 2 元部分集
合への分割 {{π(1), π(2)}, {π(3), π(4)}, · · · } と同一視できる．そこで，記号を混用して，
[m+ n] の部分集合 I（ただし #I は偶数）に対して，I の #I/2 個の 2 元部分集合への
分割全体のなす集合を FI と表すことにする．[m + n] の分割 π ∈ F[m+n] が与えられた
とき，

πi = {b ∈ π : #(b ∩ [m]) = i} (i = 0, 1, 2)

とおくと，π2 ∈ FI , π0 ∈ FJ+m（ただし J + m = {j + m : j ∈ J}）となる部分集合
I ⊂ [m], J ⊂ [n] が定まり，m−#I = n−#J をみたす．さらに，[m] \ I = {r1, · · · , rk},
[n] \ J = {s1, · · · , sk} (r1 < · · · < rk, s1 < · · · < sk) とすると，π1 = {{ri, sσ(i) +m} :

1 ≤ i ≤ k} となる置換 σ ∈ Sk が定まる．このとき，対応 π 7→ (π2, σ, π0) は全単射

F[m+n] −→
⊔
I,J

FI ×Sk × FJ

（ここで，I, J は偶数個の元からなる部分集合 I ⊂ [m], J ⊂ [n] でm−#I = n−#J を
みたすもの全体にわたる）を与え，

sgn(π) = ε(I, J) sgn(π2) sgn(σ) sgn(π0)

が成り立つ．この考察とパフィアン，行列式の定義を合わせると，示すべき式が得られ
る．

命題 A.2 において m = 1 の場合を考えると，パフィアンの展開公式

Pf A =

n∑
k=2

(−1)ka1,k Pf A([n] \ {1, k}) (29)

（ただし A = (ai,j)1≤i, j≤n は n 次交代行列）が得られる．また，Z ′ = O の場合を考え
ると，

系 A.3. m, n を非負整数とし，m+ n は偶数であると仮定する．このとき，m 次交代行
列 Z と m× n 行列 W に対して，

Pf

(
Z W

−tW O

)
=



∑
I

(−1)Σ(I)+(m2 ) Pf Z(I) detW ([m] \ I; [n]) （m > n のとき），

(−1)(
m
2 ) detW （m = n のとき），

0 （m < n のとき）．
(30)

ここで，m > n の場合の和は [n] の (m− n) 元部分集合 I 全体をわたる．

この系 A.3 の m = n の場合から，行列式はパフィアンの特別な場合であるとみなすこ
とができ，行列式の公式の多くは対応するパフィアンの公式から導くことができる．例え
ば，次の命題 A.4 は行列式に対する Sylvester の公式

det

(
detY ([m] ∪ {m+ i}; [m] ∪ {m+ j}

detY ([m]; [m])

)
1≤i, j≤k

=
detY

detY ([m]; [m])

（ただし Y は (m+ k) 次正方行列）のパフィアン版である．
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命題 A.4. ([8, (2.5)]) n, l を偶数とする．(n+ l)× (n+ l) 交代行列 X に対して，

Pf

(
PfX([n] ∪ {n+ i, n+ j})

PfX([n])

)
1≤i<j≤l

=
PfX

PfX([n])
. (31)

また，Cauchy–Binet の公式のパフィアン版が次のように与えられる．

命題 A.5. m, n, l を非負整数とし，m+ n は偶数であると仮定する．このとき，m 次交
代行列 A，n 次交代行列 B，m× l 行列 S，n× l 行列 T に対して，

∑
K

(−1)(
#K
2 ) Pf

(
A S([m];K)

−tS([m];K) O

)
Pf

(
B T ([n];K)

−tT ([n];K) O

)

= Pf

(
A StT

−T tS B

)
, (32)

∑
K

Pf

(
A S([m];K)

−tS([m];K) O

)
Pf

(
B T ([n];K)

−tT ([n];K) O

)

= (−1)(
n
2) Pf

(
A StT

−T tS −B

)
. (33)

ここで，K は [l] の部分集合で m+#K（よって，n+#K）が偶数となるもの全体をわ
たる．

証明. パフィアンの展開公式 (30) を

Z =

(
A S

−tS O

)
, Z ′ =

(
B −T
tT O

)
, W =

(
O O

O El

)

（ここで，El は l 次単位行列である）に対して適用する．このとき，部分集合 I ⊂ [m+ l],

J ⊂ [n+ l] に対して，

W ([m+ l] \ I; [n+ l] \ J)

=

1 （I = [m] ⊔ (K +m), J = [n] ⊔ (K + n) と表されるとき），

0 （その他）

であり，部分集合 K ⊂ [l] に対して，

Pf Z([m] ⊔ (K +m)) = Pf

(
A S([m];K)

−tS([m];K) O

)
,

Pf Z ′([n] ⊔ (K + n)) = (−1)#K Pf

(
B T ([n];K)

−tT ([n];K) O

)
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である．一方，(30) の左辺は，(26) とパフィアンの交代性，展開公式 (29) を用いると，

Pf


A S O O

−tS O O El

O O B −T

O −El
tT O

 = Pf


A O StT O

O O O El

−T tS O B O

O −El O O


= (−1)nl+(

l
2) Pf

(
A StT

−T tS B

)

と変形できる．これより (32) が導かれる．(33) は (32) において B を −B に置き換える
ことによって示される．

公式 (32), (33) において m = n, A = O, B = O の場合を考えると，(30) の m = n の
場合を用いることにより，行列式に対する Cauchy–Binet の公式∑

I

detS([n]; I) detT ([n]; I) = det
(
tST
)

（ここで，I は [l] の n 元部分集合全体を動く）が得られる．
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Notes in Math. 1478, Springer-Verlag, 1991, pp. 130–191.
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