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概要

G の離散部分群 Γ が等質空間 G/H に固有不連続かつ自由に作用するとき, 商多様

体 Γ\G/H のことを Clifford–Klein 形という. どのような G/H に対してコンパクトな

Clifford–Klein 形が存在するかという問題は, 様々な手法によって研究されている. 本講演で

は, Lie 環の相対コホモロジーと de Rham コホモロジーを比較する準同型と, 不連続群のコ

ホモロジー次元の評価を組み合わせて得られる, コンパクト Clifford–Klein形の存在に対する

新たな障害を紹介する. さらに, ε-familyの理論を用いて具体例を系統的に構成する方法を述

べる.

1 Clifford–Klein形

G を Lie 群, H を G の閉部分群, Γ を G の離散部分群とする. 射影 π : G/H → Γ\G/H が

Γ を被覆変換群とする被覆写像になるとき (あるいは同値なことだが, Γ の G/H への作用が固有

不連続かつ自由であるとき), 商空間 Γ\G/H を G/H の Clifford–Klein形とよぶ. Clifford–Klein

形には G/H を局所モデルとする多様体の構造が自然に入る.

例 1.1. 断面曲率が恒等的に −1 であるような符号 (p, q) の完備な擬 Riemann多様体とは, 次の

ような G/H の Clifford–Klein形のことに他ならない:

G/H =


O(p, q + 1)/O(p, q) (q ⩾ 2),

Õ(p, 2)/Õ(p, 1) (q = 1),

PO(p, 1)/O(p) (q = 0).

例えば q = 0 のときが双曲多様体, q = 1 のときが反 de Sitter多様体, p = 1 のときが de Sitter

多様体である. 詳しくは [9] を参照されたい.

本講演では次の問題を考える:

問題 1.2. 与えられた等質空間 G/H が, コンパクトな Clifford–Klein形を持つか判定せよ.

H が G のコンパクト部分群で, Γ が G のねじれのない一様格子のとき, Γ\G/H はコンパクト
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Clifford–Klein形になる. 特に非コンパクト型Riemann対称空間は常にコンパクトClifford–Klein

形 (言い換えれば, コンパクト Riemann 局所対称空間) を持つ [2]. しかし H が非コンパクトな

場合には, G の離散部分群が G/H に固有不連続に作用するとは限らない. 例えば, G の一様格子

Γ は決して G/H に固有不連続に作用しない. そのため問 1.2 は非常に難しくなる. この状況で

の一般的な研究は 1980年代後半の小林俊行に端を発する [5]. それ以降, 小林俊行のほか, 小野薫,

Y. Benoist, F. Labourie, G. Margulis, R. J. Zimmerらによって, H が非コンパクトな状況での

問 1.2は探求されてきた. これらの結果を概説した文献には, [7], [6], [9], [10] などがある.

問 1.2 に対する 1 つのアプローチとして, Lie 環の相対コホモロジー H•(g,H;R) と Clifford–

Klein形の de Rhamコホモロジー H•(Γ\G/H;R) を比較する手法がある. この手法は小林–小野

[8] によって開発され. 小林 [5], Benoist–Labourie [1] などの手によって発展してきた. 今回の講

演では, この手法を用いて得られた新しい結果について紹介したい.
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2 Lie環の相対コホモロジーと de Rhamコホモロジー

G, H の Lie環をそれぞれ g, h とする. 等質空間 G/H 上の G-不変微分形式の空間 Ω•(G/H)G

は, 外微分 d で保たれる. そのコホモロジーを H•(g, H;R) と書き, Lie環の相対コホモロジーと

呼ぶ.

注意 2.1. G-不変微分形式 ω ∈ Ωp(G/H)G が与えられたとき, 1点 x0 = eH ∈ G/H での ω で

の値を決めれば, 他の点での ω の値は G-不変性から自動的に決まる. これによって同型

Ωp(G/H)G ≃ (Λp(g/h)∗)H

が定まる. この同型のもとで,

(dω)(X1, . . . , Xp+1) :=
∑

1⩽i<j⩽p+1

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xp+1)

と書ける (X1, . . . , Xp+1 ∈ g).

Γ\G/H が G/H の Clifford–Klein形のとき, 自然な包含写像

ηH : Ω•(G/H)G ↪→ Ω•(G/H)Γ ≃ Ω•(Γ\G/H)

が考えられる. ηH がコホモロジーの間に定める準同型も

ηH : H•(g,H;R) → H•(Γ\G/H;R)

と書くことにする. この ηH について, 次の結果が知られている:



補題 2.2. Γ\G/H がコンパクトならば, ηH : HN (g, H;R) → HN (Γ\G/H;R) (N := dimG/H)

は単射.

これはコンパクト多様体上の体積形式が零でないコホモロジー類を定めることからすぐに従う.

3 主定理

G を線型連結 Lie群, H を連結閉部分群とする. HN (g,H;R) ̸= 0 (N = dimG− dimH) を仮

定する (この仮定は, 例えば G/H が簡約型等質空間のときには常に満たされる). KH を H の極

大コンパクト部分群, TH を KH の極大トーラスとする. G-同変な射影 πH,TH
: G/H → G/TH

が誘導する Lie環の相対コホモロジーの準同型を iH,TH
: H•(g,H;R) → H•(g, TH ;R) とする.

さらに, I を, ⊕
C, p

Image(iC,TH : Hp(g, C;R) → Hp(g, TH ;R))

(直和は C ⊃ TH なる連結コンパクト部分群 C と p > N + dimKH − dimC を走る) が生成する

HN (g, TH ;R) のイデアルとする. このとき以下が成り立つ:

定理 3.1 (M. [11]). 準同型 iH,TH
: HN (g,H;R) → HN (g, TH ;R) の像が I に含まれるならば,

G/H はコンパクト Clifford–Klein形を持たない.

定理 3.1の証明の概略. G/H のコンパクト Clifford–Klein形 Γ\G/H が存在したとして, 矛盾を

導こう. Selbergの補題より Γ はねじれを持たないとしてよい. まず次の可換図式を考える:

HN (g,H;R)
iH,TH−−−−→ HN (g, TH ;R)

ηH

y ηTH

y
HN (Γ\G/H;R)

π∗
H,TH−−−−→ HN (Γ\G/TH ;R).

補題 2.2より ηH は単射である. また, 次に述べる事実 3.2を P = Γ\G として適用すると iH,TH

は単射であることがわかる:

事実 3.2 (分裂原理 [4, Th. 6.8.3]). 多様体 P に連結 Lie群 H が固有かつ自由に作用しているもの

とする (または同値なことだが, π : P → P/H は主H-束であるとする). H の極大コンパクト部分

群をKH とおき, KH の極大トーラスを TH とおく. このとき, π∗ : H•(P/H;R) → H•(P/TH ;R)
は単射.

従って図式の可換性より

ηTH ◦ iH,TH : HN (g,H;R) → HN (Γ\G/TH ;R)

は単射でなくてはならない.



次に, C を勝手な連結コンパクト部分群として,

Hp(g, C;R)
iC,TH−−−−→ Hp(g, TH ;R)

ηC

y ηTH

y
Hp(Γ\G/C;R)

π∗
C,TH−−−−→ HN (Γ\G/TH ;R)

という可換図式を考えよう. すると Leray–Serreスペクトル系列の計算から, p > N + dimKH −
dimC のとき Hp(Γ\G/C;R) = 0 であることがわかる. 特に図式の可換性から

ηTH
◦ iC,TH

: Hp(g, C;R) → Hp(Γ\G/TH ;R)

は p > N + dimKH − dimC で零射である. よってイデアル I の定め方より, I ⊂ ker ηTH であ

る. 今 Image(iH,TH : HN (g,H;R) → HN (g, TH ;R)) ⊂ I と仮定していたから,

ηTH
◦ iH,TH

: HN (g,H;R) → HN (Γ\G/TH ;R)

は零射でなくてはならない. これは先ほど示した単射性に矛盾.

4 ε-familyを用いた例の構成

この節では, ε-family (大島–関口 [12], [13]) を用いて定理 3.1が適用できる半単純対称空間を系

統的に構成する方法を与える.

g を実半単純 Lie環, θ を g の Cartan対合とする. k = gθ, p = g−θ とおく. θσ = σθ を満たす

g の対合 σ をとり, h = gσ, q = g−σ とおく. このとき (g, h) を半単純対称対と呼ぶ. a を p∩ q の

極大可換部分群とする. 各 α ∈ a∗ に対し gα = {X ∈ g : [Y,X] = α(Y )X (∀Y ∈ a)} とおく. こ

のとき Σ = {α ∈ a∗ : gα ̸= 0} ∖ {0} はルート系の公理を満たす (Rossmann [14, Th. 5]). Σ を

(g, h) の制限ルート系と呼ぶ.

写像 ε : Σ → {±1} が以下の 2条件を満たすとき, ε は Σ の符号であるという:

ε(−α) = ε(α) (α ∈ Σ),

ε(α)ε(β) = ε(α+ β) (α, β, α+ β ∈ Σ).

Σ の符号 ε が与えられたとき, g の対合 σε を

σε(X) =

{
σ(X) (X ∈ zg(a)),

ε(α)σ(X) (X ∈ gα, α ∈ Σ).

で定義する. hε = gσε , qε = g−σε とおく. F ((g, h)) = {(g, hε) : ε は Σ の符号 } を半単純対称対
(g, h) の ε-familyと呼ぶ. 任意の Σ の符号 ε に対して dim(k ∩ h) ⩾ dim(k ∩ hε) が成り立つとき,

半単純対称対 (g, h) は basicであるという. 各 ε-familyに対して, basicな対称対が (同型を除い

て) ただ 1つだけ存在する.



注意 4.1. [13] では, (g, h) が basic であることを対合 θσ の固有値の重複度を用いて定義してい

た. 2つの定義が一致することの証明は容易である ([11, Lem. 5.1]を参照されたい).

以下の 2条件を満たす写像 δ : Σ → {±1,±
√
−1} を Σ の半符号と呼ぶことにする:

δ(−α) = δ(α)−1 (α ∈ Σ),

δ(α)δ(β) = δ(α+ β) (α, β, α+ β ∈ Σ).

Σ の半符号 δ に対し, gC の自己同型 fδ(X) を

fδ(X) =

{
X (X ∈ (zg(a))C),

δ(α)X (X ∈ (gα)C, α ∈ Σ),

で定める. さらに, gδ = {X ∈ g : fδ(X) = X} とする.

補題 4.2 (cf. [12, Lem. 1.3]). ε を Σ の符号とし, δ を δ2 = ε を満たす Σ の半符号とする. この

とき次が成り立つ:

(1) fδ(hC) = (hε)C.

(2) h ∩ gδ = hε ∩ gδ.

G/H を半単純対称空間とする. すなわち, G を連結かつ線型な実半単純 Lie群, σ を G の対合,

H を Gθ の開部分群とする (ここでは簡単のため H は連結であるとする). θ を σ と可換な G の

Cartan対合とする. ε を (g, h) の制限ルート系 Σ の符号とすると, g の対合 σε は G の対合に自

然に持ち上がる. Hε を Gσε の単位元連結成分とする. K = Gθ, KH = K ∩H, KHε = K ∩Hε

はそれぞれ G, H, Hε の極大コンパクト部分群である.

命題 4.3 (M. [11]). G/H を basic な半単純対称空間とする. Σ を (g, h) の制限ルート系とす

る. Σ の符号 ε を, G/Hε が basic にならないようにとる. もし Σ の半符号 δ で δ2 = ε かつ

rank(kHε) = rank(kHε ∩ gδ) を満たすものが存在するならば, G/Hε はコンパクト Clifford–Klein

形を持たない.

命題 4.3の証明の概略. 補題 4.2 (1) より, fδ は hC を (hε)C にうつす gC の自己同型だから,

H•(g, Hε;R)⊗C から H•(g,H;R)⊗C への同型を誘導する. rank(kHε) = rank(kHε ∩ gδ) より,

KHε の極大トーラス THε を, tHε ⊂ kHε ∩gδ を満たすようにとれる. 補題 4.2 (2) より THε ⊂ KH

である. さて, このとき次の 2条件が成り立つ:

(i) fδ((tHε)C) = (tHε)C.

(ii) fδ が誘導する H•(gC, (tHε)C;C) の自己同型は恒等写像になる.

((i) は明らか. (ii)はコホモロジーの計算を H. Cartanの定理 [3]を用いて不変式論の計算に帰着

することで示される).



従って, 次の図式は可換である:

HN (g,Hε;R)⊗ C i //

f∗
δ

��

HN (g;THε ;R)⊗ C

HN (g,H;R)⊗ C i // HN (g,KH ;R)⊗ C

i

OO

このことから

Image(i : HN (g,Hε;R)⊗ C → HN (g, THε ;R)⊗ C)

⊂ Image(i : HN (g,KH ;R)⊗ C → HN (g, THε ;R)⊗ C),

または同値なことだが

Image(i : HN (g,Hε;R) → HN (g, THε
;R)) ⊂ Image(i : HN (g,KH ;R) → HN (g, THε

;R))

が分かる. 今, (g, h) が basicな対称対, (g, hε) は basicでない対称対だから, dimKH > dimKHε .

よって
Image(i : HN (g,KH ;R) → HN (g, THε ;R)) ⊂ IN .

これで G/Hε に対して定理 3.1が適用できることが分かった.

5 例

定理 3.1から, コンパクト Clifford–Klein形を持たない等質空間の例が新たに幾つか得られる.

例 5.1. (g, h) が以下のいずれかのとき, 既約対称空間 G/H はコンパクト Clifford–Klein形を持

たない:

g h 条件

sl(p+ q,C) su(p, q) p, q ⩾ 1

sl(p+ q,R) so(p, q) p, q ⩾ 1

sl(p+ q,H) sp(p, q) p, q ⩾ 1

so(p+ q,C) so(p, q) p, q ⩾ 2, (p, q) ̸= (2, 2)

so(2n+ 1,C) so(2n, 1) n ⩾ 1

so(2n,C) so∗(2n) n ⩾ 3

so(p+ r, q) so(p, q)⊕ so(r) p, q, r ⩾ 1, q :奇数

sp(p+ q,C) sp(p, q) p, q ⩾ 1

e6,C e6(−14) —

e6(6) sp(2, 2) —



e7,C e7(−5) —

e7,C e7(−25) —

e8,C e8(−24) —

f4,C f4(−20) —

表 1: コンパクト Clifford–Klein形を持たない既約対称空間

これらの例のうち (so(p+ r, q), so(p, q)⊕ so(r)) (p, q, r ⩾ 1, q : 奇数) 以外は, 命題 4.3を用い

ることによって得られる. (so(p + r, q), so(p, q) ⊕ so(r)) (p, q, r ⩾ 1, q : 奇数) には命題 4.3 は

適用できないが, 定理 3.1を直接使うことでコンパクト Clifford–Klein形を持たないことが証明で

きる.

対称空間でない等質空間についても, 新しい例が得られた. 例えば:

例 5.2. 等質空間 SL(n,R)/SL(m,R) (n > m ⩾ 2, m : 偶数) はコンパクト Clifford–Klein形を

持たない.

注意 5.3. 例 5.1のうち一部と例 5.2は, 同時期に Tholozan [15] によっても発見されている.
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