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1 導入

本稿では、実簡約リー群の表現を簡約部分群に制限したときにいつ一様に有界な重複度を持つか、という問

題を扱う。一般に簡約リー群 GR のユニタリ表現 V は一意な既約分解

V |G′
R
≃

∫ ⊕

Ĝ′
R

m(π)Vπdµ(π). (1.0.1)

を持つ。ess sup
{
m(π) : π ∈ Ĝ′

R

}
< ∞ となるとき、 V は一様に有界な重複度を持つといわれる。特に

m(π) ≤ 1 となるとき、 V は無重複であると呼ばれる。

可視的作用の理論 [12, 13, 14, 16] によって多くの無重複表現が統一的に説明されたり、放物型部分群の軌

道の様子によって重複度の有限性、有界性、非有界性を導く結果 [20] が得られるなど、幾何的な条件と重複度

の大きさに関する研究が進展してきている。また、小さな退化主系列表現 [19]、極小表現 [6][18]やユニタリ最

高ウェイト加群 [11, 13, 14]など多くの無重複あるいは一様に有界な重複度を持つ分岐則が発見されている。

一方で、一様に有界な重複度を持つような分岐則の分類についてはあまり進展がないように思われる。その

ような分岐則の分類を目指し、本稿では分岐則が一様に有界になるための必要条件を U(g)G′
という代数の不

変量で与え、離散分解する場合及び最高ウェイト加群の場合に十分条件でもあることを紹介する。

本稿を通して、 GR は連結な半単純リー群とし、 G′
R は連結な簡約部分群とする。KR を GR の極大コン

パクト部分群であって K ′
R := KR ∩ G′

R が G′
R の極大コンパクト部分群になるものとする。それぞれの複素

化とリー環の複素化を K,K ′, g, g′, . . . とする。

K の表現 V に対して、K-有限ベクトル全体を VK と表す。(g,K)-加群 V に対して V ∨ := (V ∗)K と定め

る。Category O の対象 V に対しても、O における双対加群を同じ記号 V ∨ で表すことにする。代数の加群

V に対して、その加群の長さを length(V ) とする。

リー環 g′ に対応する Int(g) の解析的部分群 G′ は代数群であると仮定する。g′ ⊕ g への g′ の対角な埋め

込みを ∆ とする。同様に G′ の Int(g⊕ g′) への対角な随伴作用による埋め込みを ∆ とする。

本稿における主結果は以下である。

定理 1.1. (τ, V ) を GR の既約ユニタリ表現とする。このとき、V |G′
R
が一様に有界な重複度を持つならば、

PI.deg(τ(U(g)G′
)) < ∞ である。さらに、 (VK)|(g′,K′) が離散分解するなら、逆も成立する。

定理 1.2. (τ, V ) を g の既約最高ウェイト加群とする。ただし、 g の Borel 部分代数 b は b ∩ g′ が g′ の

Borel 部分代数になるように取るものとする。このとき、 PI.deg(τ(U(g)G′
)) < ∞ であることと V |g′ の組



成因子の重複度が一様に有界であることは同値である。

2 polynomial identity

主結果で用いる polynomial identity degree という環の不変量について復習する。詳しくは [21, Chapter

13] を参照されたい。

定義 2.1. 非可換多項式 s0, s1, . . .を

sn(X1, X2, . . . , Xn) :=
∑
s∈Sn

sgn(s)Xs(1)Xs(2) · · ·Xs(n)

と定める。ここで、 Sn は n 次対称群である。環 R に対して、 R の polynomial identity degree を

PI.deg(R) := min {n ∈ N : s2n ≡ 0 on R}

で定義する。

例えば、 PI.deg(R) = 1 であることと Rが可換であることは同値である。行列環の PI.deg に関して、以

下の定理が知られている。

事実 2.2 (Amitsur–Levitzki). Mn(C) を n× n の行列環とする。このとき、 PI.deg(Mn(C)) = n となる。

この事実を用いると代数の PI.deg と、既約加群の次元を結びつけることができる。

命題 2.3. A を C-代数とする。{(πλ, Vλ)}λ∈Λ を A-加群の族であり、∩
λ∈Λ

ker(πλ) = 0

を満たすものとする。このとき、

PI.deg(A) ≤ sup {dimC Vλ : λ ∈ Λ}

が成り立つ。さらに、任意の λ ∈ Λ に対して (πλ, Vλ) が既約であれば、上の不等式の等号が成り立つ。

3 重複度の上限

GR の既約ユニタリ表現 V に対して、V |G′
R
の既約分解が一意に定まる:

V |G′
R
≃

∫ ⊕

Ĝ′
R

m(π)Vπdµ(π). (3.0.1)

ここで、 Ĝ′
R は G′

R のユニタリ双対であり、 µ は Ĝ′
R 上の測度である。m : Ĝ′

R → N∪ {∞} は重複度関数と
呼ばれる可測関数である。

ユニタリ表現の分岐則における重複度の代数的な類似として、

dimC Homg′,K′(VK , (Vπ)K′) π ∈ Ĝ′
R,adm



が考えられる。ここで、 Ĝ′
R,adm は既約 (g′,K ′)-加群の同値類全体である。smooth vector, analytic vector,

K ′-finite vector などで同様の対象が考えられるが、本稿ではユニタリ表現と K-finite vector の場合のみを

扱う。他の表現のクラスに対する重複度の関係については小林俊行氏による [17] を参照されたい。

本稿は、重複度関数の各点ごとの値ではなく (本質的)上限を主に扱う。分岐則の重複度の上限に関わるい

くつかの量を定義する。

定義 3.1. (τ, V ) を GR の既約ユニタリ表現とする。(3.0.1)にあるように V |G′
R
の既約分解と重複度関数を

取る。このとき、

Man
G′

R
(V ) := ess sup

{
m(π) : π ∈ Ĝ′

R

}
Malg

G′
R
(V ) := sup

{
dimC Homg′,K′(VK , (Vπ)K′) : π ∈ Ĝ′

R,adm

}
MPI

G′
R
(V ) := PI.deg(τ(U(g)G

′
))

と定める。

Homg′,K′(VK , (Vπ)K′) への U(g)G′
の作用を見ることで次元を評価したいが、Homg′,K′(VK , (Vπ)K′) は非

可算次元になることがあり扱いづらいことがある。以下で、同等な情報をもつ U(g)G′
-加群を定める。

V を (g,K)-加群、W を K ′-admissible (g′,K ′)-加群とする。このとき、 W∨ ⊗U(g′) V は V の g-加群の

構造から定まる U(g)G′
-加群の構造を持つ。また、U(g)G′

-加群の自然な同型

(W∨ ⊗U(g′) V )∗ ≃ Homg′(V,W )

が存在する。(注意: 本稿では、K ′ は連結と仮定している。)

以下では、W は既約 (g′,K ′)-加群とする。自然な (g′,K ′)-加群の準同型 ι : V → W ⊗W∨ ⊗U(g′) V が存

在して以下の普遍性を満たす。

• (g′,K ′)-加群の準同型 φ : V → W⊕n (n ∈ N ∪ {∞}) に対して、φ̃ : W ⊗W∨ ⊗U(g′) V → W⊕n が一

意に存在して、φ = φ̃ ◦ ι を満たす。
• φ が U(g)G′

-準同型ならば φ̃ も U(g)G′
-準同型になる。

直積分分解と (g,K)-加群の準同型との関係について、以下の命題が成り立つ。

命題 3.2. V を GR の既約ユニタリ表現とする。V |G′
R
の既約分解を

V |G′
R
≃

∫ ⊕

Ĝ′
R

m(π)Vπdµ(π)

とする。このとき、ほとんどすべての π ∈ Ĝ′
R に対して、(g′,K ′)-加群の全射準同型

φπ : VK → Cm(π) ⊗ (Vπ)K′

が存在する。さらに、φπ が U(g)G′
-加群の準同型になるような、Cm(π) 上の U(g)G′

-加群の構造が存在する。

また、{φπ} は次の意味で V |G′
R
の既約分解と compatible である。

• v ∈ VK とし、上の既約分解の下で vを定める切断の一つを π 7→ vπ とする。このとき、vπ = φπ(v)が

ほとんどすべての π ∈ Ĝ′
R に対して成り立つ。



Outline of the proof. 直積分分解とリー環の作用に関する R. Goodman の結果 [3]と、直積分分解と閉作用

素の分解に関する A. E. Nussbaum [22]の結果と VK が加算次元であることを用いると主張が従う。

この命題から、Cm(π) への U(g)G′
-加群の構造がわかれば、ユニタリ表現に対する重複度のおおまかな振る

舞いが U(g)G′
を用いて記述できる。(Vπ)

∨
K′ ⊗U(g′) VK → Cm(π) という U(g)G′

-加群の全射準同型があるの

で、 Cm(π) ではなく (Vπ)
∨
K′ ⊗U(g′) VK を調べることで重複度の上限を捉える。

以上のことから以下の命題が従う。

命題 3.3. GR の既約ユニタリ表現 (τ, V ) に対して、

MPI
G′

R
(V ) ≤ Man

G′
R
(V ) ≤ Malg

G′
R
(V )

が成り立つ。また、 L(V ) := sup
{
length((Vπ)

∨
K′ ⊗U(g′) VK) : π ∈ Ĝ′

R,adm

}
と置いたとき、

Malg
G′

R
(V ) ≤ L(V ) · MPI

G′
R
(V )

となる。

注意 3.4. V はユニタリ表現としているが、 L(V ),MPI
G′

R
(V ),Malg

G′
R
(V ) の定義には (g,K)-加群 (あるいはよ

り弱く g-加群)しか用いていない。実際、命題の二つ目の不等式は任意の既約 (g,K)-加群 V に対して成り立

つ。以下では (g,K)-加群や g-加群に対しても同じ記号を用いる。

Proof. X ⊂ Ĝ′
R と {φπ}π∈X を命題 3.2 の条件を満たすようにとる。直積分との compatibility から∩

π∈X

AnnU(g)G′ (Cm(π)) = ker(τ) ∩ U(g)G
′

となる。したがって、 U(g)G′
-加群の族

{
Cm(π)

}
π∈X

に対して命題 2.3 を用いてMPI
G′

R
(V ) ≤ Man

G′
R
(V ) を得

る。命題 3.2 からMan
G′

R
(V ) ≤ Malg

G′
R
(V ) が従うので、一つ目の不等式が得られた。

命題 2.3 より、任意の既約 τ(U(g)G′
)-加群の次元はMPI

G′
R
(V )以下である。したがって、

dimC((Vπ)
∨
K′ ⊗U(g′) VK) ≤ L(V ) · MPI

G′
R
(V )

となり、 sup を取れば二つ目の不等式が得られる。

この命題より、重複度の有界性を示すためには、 L(V ) とMPI
G′

R
(V ) が有限であることを示せばよいことが

わかる。任意の既約ユニタリ表現 V に対して L(V ) は有限であると予想される。

予想 3.5. 命題 3.3 において、L(V ) < ∞ である。

いくつか具体的な場合に対する length((Vπ)
∨
K′ ⊗U(g′) VK) と L(V ) の値の例を挙げる。

例 3.6. G′
R がコンパクトであるとき、L(V ) = 1となる。これは、HomG′

R
(Vπ, VK) が 既約 U(g)G′

-加群にな

る、という古典的な結果に他ならない。命題 3.3 から、MPI
G′

R
(V ) = Man

G′
R
(V ) となる。この結果は I. Penkov

と V. Serganova によって示されている [23, Theorem 4.3]。

例 3.7. GRがエルミート型単純リー群、G′
RがGR の連結な簡約部分群であり、k′ ⊃ c(k) を満たすとする。V

が GR の正則離散系列表現であるとき、 L(V ) = 1 となる。したがって、命題 3.3 からMPI
G′

R
(V ) = Man

G′
R
(V )

となる。



(GR, G
′
R) が対称対の場合のMan

G′
R
(V ) の有限性は小林俊行氏によって示されている [11, Theorem B]。

例 3.8. GR がエルミート型単純リー群、 (GR, G
′
R) が反正則型の対称対であるとする。(つまり、 G′

R/K
′
R ⊂

GR/KR は総実部分多様体となる。) このとき、GR の正則離散系列表現 V と「一般の」既約 (g′,K ′)-加群W

に対して length(W∨⊗U(g′)VK) = 1となる。L(V )の値はわからないが、この結果からMPI
G′

R
(V ) = Man

G′
R
(V )

となることを示すことができる。

本稿では、具体的な重複度やMan
G′

R
(V ) の値について詳しく扱わない。例 3.7 における分岐則については [7]

や [14]、例 3.8 における分岐則については [5] で記述されている。例 3.7, 3.8 で、 (GR, G
′
R) が対称対になる

ような場合に対しては、Man
G′

R
(V ) = 1 となるための十分条件が与えられており [13, Theorem 18, Theorem

34], [14, Theorem A]、例 3.7 の場合は必要条件にもなっている [10]。

MPI
G′

R
(V ) = Man

G′
R
(V ) となる例を挙げたが、等号が成り立たない例も存在する。

例 3.9. (GR, G
′
R) = (Sp(2n,R), Sp(n,R)) とし、 V を Sp(2n,R) の (二重被覆の) Weil 表現とする。

Sp(n,R) は Sp(2n,R) の対称部分群 Sp(n,R) × Sp(n,R) に対角に埋め込まれているものを考える。このと
き、MPI

G′
R
(V ) = 1,Man

G′
R
(V ) = 2となる。また、L(V ) = 2である。これは、 dual pair の理論の特別な場合

である [9]。

4 U(g)G′
-加群と (g′ ⊕ g,∆(G′))-加群

U(g)G′
-加群の長さを評価する方針について述べる。ここでは、 U(g)G′

-加群を、(g′ ⊕ g,∆(G′))-加群の

∆(G′)-不変な元の空間として捉えることによって調べる。

補題 4.1. V を (g′ ⊕ g,∆(G′))-加群とする。V ∆(G′) を埋め込み U(g)G′
↪→ U(g′ ⊕ g)∆(G′) を用いて U(g)G′

-

加群と考える。このとき、 length(V ∆(G′)) ≤ length(V ) となる。

Proof. よく知られた結果:

• (g,K)-加群から U(g)K-加群を与える関手 V 7→ V K は、完全関手かつ既約加群を既約加群または 0に

移す [24, 3.1]、

と同様にして、 (g′ ⊕ g,∆(G′))-加群から U(g′ ⊕ g)∆(G′)-加群を与える関手 V 7→ V ∆(G′) は、完全関手かつ

既約加群を既約加群または 0 に移す、ということが示される。

∆(G′)-不変元への作用を考えているので、I := U(g′ ⊕ g)∆(G′) ∩ U(g′ ⊕ g)∆(g′) は V ∆(G′) に自明に作用

している。U(g)G′ → U(g′ ⊕ g)∆(G′)/I が同型であることから主張が従う。

(Vπ)
∨
K′ ⊗U(g′) VK が ∆(G′)-不変元全体になるような (g′ ⊕ g,∆(G′))-加群を Bernstein 関手 Π

∆(G′)
{e} を用

いて構成する。以下の事実は、 Bernstein 関手の構成から直ちに従う。

事実 4.2. V を g-加群、W を g′-加群とする。U(g)G′
-加群としての同型 Π

∆(G′)
{e} (W ⊗V )∆(G′) ≃ W ⊗U(g′)V

が成り立つ。

Π
∆(G′)
{e} (W ⊗ V ) の加群の長さが有限であることをいうために、Beilinson–Bernstein 対応を用いる (例え

ば、[4, Chapter 11], [8])。X を g⊕ g′ の full flag variety とする。



補題 4.3. V を g-加群、W を g′-加群とする。V ⊗W は無限小指標 χ を持つとする。V ⊗W に対応する

X 上の Dλ-加群は holonomic であると仮定する。ここで、 λ ∈ χ を integrally anti-dominant となるよう

に取り、 Dλ は X 上の twisted differential operator の層である。このとき、 Π
∆(G′)
{e} (W ⊗ V ) は有限長で

ある。したがって、 U(g)G′
-加群 W ⊗U(g′) V も有限長となる。

Outline of the proof. translation functor を用いれば χ が regular な場合のみを考えればよいことがわかる。

Beilinson–Bernstein 対応より、無限小指標 χ を持つ g⊕ g′-加群の圏は Dλ-加群の圏と圏同値になる。この

圏同値において、 Bernstein 関手 Π
∆(G′)
{e} は direct image と inverse image を用いて表すことができる [1]。

したがって、 holonomic という性質は保たれ、特に有限長となる。

補題 4.3 の holonomic という仮定は、 V が有限長の (g,K)-加群や BGG Category O の対象のときは自
動的に成り立つ。

定理 4.4. V を既約 (g,K)-加群とする。V |(g′,K′) は離散分解すると仮定する。(すなわち、任意の v ∈ V に

対して U(g′)v は有限長である。) このとき、命題 3.3 の記号において L(V ) < ∞ となる。

Outline of the proof. V ∨|(g′,K′) の部分加群 W を動かし、Π
∆(G′)
{e} (W ⊗ V ) の加群の長さがどのように変化

するか考える。特定の条件下で W を translation functor で移しても Π
∆(G′)
{e} (W ⊗ V ) の加群の長さは不変

になっている。したがって、 V ∨|(g′,K′) の既約部分加群を上記の translation functor で移して、有限個の既

約加群の場合に帰着できれば L(V )の有限性が示される。

V ∨|(g′,K′) は離散分解するという仮定があるので、V ∨|(g′,K′) の既約部分加群の無限小指標は integral

weight の集合 Λ を平行移動したものの部分集合になっている。このことと、ある固定した無限小指標を持つ

(g′,K ′)-加群が有限個であることから、 translation functor を用いて W として有限個の既約部分加群のみを

考えればよいことがわかる。したがって、 L(V ) < ∞ となる。

系 4.5. (VK)(g′,K′) が離散分解するような GR の既約ユニタリ表現 V に対して、

MPI
G′

R
(V ) < ∞

⇔ Man
G′

R
(V ) < ∞

⇔ Malg
G′

R
(V ) < ∞

が成り立つ。

5 最高ウェイト加群の場合

一般の場合に L(V ) < ∞ となるかは未解決だが、前節で扱ったように離散分解する場合などでは正しい。

また、予想が一般に正しくなかったとしても MPI
G′

R
(V ) < ∞ は Man

G′
R
(V ) < ∞ となるための必要条件であ

る。ここでは、MPI
G′

R
(V ) の性質を V が最高ウェイト加群の性質に帰着させることで、組合せ論的な状況に

持ち込む。

MPI
G′

R
(V ) の定義から、 AnnU(g)(V ) が等しければ V を取り換えても値は変わらないことがわかる。した

がって、 MPI
G′

R
(V ) < ∞ となるような V を分類する前に PI.deg((U(g)/I)G′

) < ∞ となる primitive ideal

I の分類について考える。



事実 5.1 (M. Duflo [2]). g の Borel 部分代数 b を固定する。U(g) の任意の primitive ideal I に対して、あ

る既約な (bに関する)最高ウェイト加群 V が存在して Ann(V ) = I となる。

この事実から PI.deg((U(g)/I)G′
) < ∞ となる primitive ideal I の分類のためには、 V として最高ウェ

イト加群を考えればよいことがわかる。定理 4.4 でみたように離散分解する分岐則の場合には L(V ) < ∞ が

保証される。定理 4.4 は (g,K)-加群に対して述べたが、使っている性質は Category O に対しても成り立つ
ので、 Category O の対象に対しても定理の主張は成り立つ。以下でもう少し詳細に述べる。
gの Borel部分代数 bを b′ := b∩g′ が g′ の Borel部分代数になるようにとる。また、Levi decomposition

b = t⊕ n, b′ = t′ ⊕ n′ も t′ = t ∩ g′, n′ := n ∩ g′ となるようにとる。[15, Proposition 3.5] より、 (g, b) に対

する O の対象は g′ に制限すると離散的に分解する。

(g, b) に対する Caterogy O を Og 、(g′, b′) に対する Caterogy O を Og′
とする。

定理 5.2. V ∈ Og に対して、以下の条件は同値である。

(i) MPI
G′

R
(V ) < ∞

(ii) V n′
は t′-加群として、一様に有界な重複度を持つ。

(iii) V |g′ は組成因子の意味で、一様に有界な重複度を持つ。

Outline of the proof. (i) ⇒ (ii)

任意の Verma 加群 W に対して、Homg′(W,V ) の U(g)G′
-加群の長さが一様に抑えられることが定理 4.4

と同様に示せるので、そこから従う。

(ii) ⇒ (iii)

離散的に分解することから、 V は互いに異なる一般化無限小指標を持つ g′-加群の直和に分解する。その直

和成分の一つを W とする。W n′
の極大な weight のうちの一つを λ とする。

weight λ を含まないような W 最大の部分加群を W0 とすると、W0 の取り方から W/W0 の既約部分加群

は λ を最高ウェイトとする既約最高ウェイト加群となる。したがって、 (W/W0)
∨ は dimC(W

n′
(λ)) 個の

Verma 加群の直和の商と同型であることがわかる。Verma 加群の長さの最大値を C とすると、

length(W/W0) ≤ dimC(W
n′
(λ)) · C

となる。

W0 に対して同様の議論を繰り返せば length(W ) ≤ dimC(W
n′
) · C を得る。

(iii) ⇒ (i)

(ii) ⇒ (iii)の証明と同様に一般化無限小指標を持つ場合W に帰着される。n = k1+k2 のとき非可換多項式

sn は sk1 と sk2 を用いて表されることと、W の加群の長さに関する帰納法を用いれば、 PI.deg(Endg′(W ))

が length(W ) のみで定まる定数で上から抑えられることがわかる。このことと命題 2.3 から主張が従う。

定理 5.2 の (iii) は有限次元表現をテンソル積しても保たれることから、以下の系を得る。

系 5.3. V を既約 (g,K)-加群とし、 F を有限次元 (g,K)-加群とする。V ⊗ F の任意の部分商 W に対して

MPI
G′

R
(V ) < ∞ ⇒ MPI

G′
R
(W ) < ∞

が成り立つ。
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