
実簡約対称空間上の離散球表現の分類

A classification of the discrete series of spherical representations

for real reductive symmetric spaces

- コンパクト対称空間からの 100年の歩み -

佐野　茂（Shigeru SANO) ∗

1 はじめに

連結コンパクト群 U の既約表現は最高ウェイトにより決まることをワイルは 1925年，1926年の論文で証

明している．U の単純ルート全体を B = {α1, ..., αl}とし，また (λ1, ..., λl)を 2(λi, αj)/(αj , αj) = δij を満

たすウェイトとする．このとき最高ウェイト全体の集合は

Λ = {m1λ1 +m2λ2 + ...+mlλl : m1, ...,mlは負でない整数 }

となる．こうしたコンパクト群の成果に対し，カルタンはコンパクト対称空間 U/K へと研究を進めている．

例
O(n)/O(n− j)×O(j)

Sp(n)/Sp(n− j)× Sp(j)

U(n)/U(n− j)× U(j)

L2(U/K)の正則表現 Tgf(x) = f(g−1x) (x ∈ U/K, f ∈ L2(U/K))を U の既約表現で分解するとき球表現

（K 不変ベクトルをもつ）が分解に出てくることを 1929年に証明している．ところがカルタンの仕事では球

表現を最高ウェイトにより特徴づけていないことを杉浦光夫は看破し次の定理を 1962年に与えている．

定理（杉浦）最高ウェイト λの U の既約表現 πλ に対し次の 3条件は同値である．

（１）πλ はコンパクト対称空間 U/K の球表現である．

（２）λ(k) = 0, (λ, α)/(α, α) ∈ Z (α ∈ S)

（３）最高ウェイト λ =
∑l

i=1miλi において，(a) αi ∈ Σ0 なら mi = 0, (b) pαi = α′
i ならば mi = m′

i,

(c) αi ∈ Σ− Σ0, pαi = αi で，ディンキン図形上で αi が Σ0 の元と結ばれていないときmi ∈ 2Z

他方，非コンパクトな実半単純リー群の無限次元表現論はゲルファンドらにより 1947 年に誕生し，

Harich-Chandraにより実簡約リー群 Gの離散系列表現の特徴づけが 1965年になされた（文献 [H1]）．

その後理論は実簡約対称空間上の調和解析へと発展していった．特に G×Gでの対合 σ を σ(g, h) = (h, g)

とする．∆ = (G×G)σ を σ-不変な元全体からなる G×Gの閉部分群とする．対称空間 G×G/∆と群 Gと
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は対応 G×G/∆ ∋ (g, 1)∆ 7→ g ∈ Gにより同一視できる．このことより対称空間 G/H は群の自然な一般化

といえるからである．

例
SL(n,R)/SO(n− j, j), SL(n,C)/SU(n− j, j)

Sp(n, n)/Sp(n,C), Sp(n,R)/Sp(n− j,R)× Sp(j,R)

SO(n, n)/SU(n,C), GL(n,R)/GL(n− j,R)×GL(j,R)

このように群多様体の一般化とみなすのは自然な研究方向だが，群の場合の指標や不変固有超関数などの軌

道理論は使えないため別の道をたどった．実簡約対称空間 G/H の双対リーマン対称空間 Gd/Kd をとる．こ

の空間 Gd/Kd 上では Gd のクラス１の表現空間を佐藤の超関数で与えて確定特異点型微分方程式論を用いて

Helgason予想が解決された (文献 [K-])．ここでの成果を生かし，大島利雄らは Gd の極小放物部分群 P d の

Gd/Kd での閉軌道に対応して離散球表現の特徴づけを行った．すなわち L2(G/H)の正則表現の不変閉部分

空間として実現される既約表現である．

L2(G/H)の不変閉部分空間として実現される離散球表現は L2(G)の H 不変ベクトルをもつ離散系列表現

が現われる場合だけではない．Gの緩増加表現でH 不変ベクトルをもつものが現われることがあるのである．

ここがコンパクト対称空間の場合と大きく異なる（定理４）．歴史が繰り返される所と新しい内容が誕生する

所とが織りなし魅力ある数学史を刻んでいる．

2 実簡約リー群の離散系列表現

Gを H-Cクラスの実簡約リー群とする．G◦ を Gの単位元を含む連結成分．K を Gのコンパクト部分群

でK ∩G◦ が G◦ の極大コンパクト部分となるものとする．g，kをそれぞれのリー環とする．

L2(G) の不変閉部分空間の表現を離散系列表現という．離散系列表現が存在するための必要十分条件

rankG = rankK を仮定する．このとき G にはコンパクトカルタン部分群 B が存在するので K に含まれ

るようにとる．対応する g の部分リー環は b ⊂ k とする．複素化して gc，kc は bc をカルタン部分環にも

つ．ルート系を Σ = Σ(gc, bc)，ΣK = Σ(kc, bc)とおく．このとき次の定理は Harish-Chandraの仕事（文献

[H1])）から Blattnerが予想し Schmidにより 1968年に与えられた．

定理 1　正則な λ ∈ (ib∗)′ をとり Σ+ = {α ∈ Σ : (λ, α) > 0}とおく．λ+ ρG が条件

2
(λ+ ρG, α)

(α, α)
∈ Z (α ∈ Σ)

を満足するとき Gの条件を満足する次の離散系列表現 πλ が存在する．

（i)πλ は無限小指標 χλ をもつ．

(ii)πλ|K は最高ウェイト Λ = λ+ ρG − 2ρK 表現を重複度１で含む．

(iii)もし Λ′ が π|K のK タイプの最高ウェイトならば，Λ′ は次のように表される

Λ′ = Λ+
∑

α∈Σ+

nαα nα ≥ 0

このような性質をもつ２つの離散系列表現 πλ が同値であるための必要十分条件は WK で移りあうことで

ある．

一般に Gは連結ではないためこのような無限小指標だけでは離散系列表現をすべて特徴づけることは出来

ない．しかし Gの指標により特徴づけることは出来る．

2



Z を G◦ の Gでの中心化群とすると B = ZB◦．

µ(b∗) = log b∗ + ρG, ∆(X) =
∏

α∈Σ+

(eα(X)/2 − e−α(x)/2) (X ∈ b)

B∗ を B の指標全体の集合とし，W (G/B)をワイル群とする．

b∗ ∈ B∗ に対し µ = µ(b∗)とおく G◦ 上の不変固有超関数 Θµ を次で定義

∆(b)Θµ =
∑

s∈W (G◦/B◦)

ϵ(s)esµ(X) (X ∈ b)

G1 = ZG◦ とおき代表元を G/G1 = {yiG1 : 1 ≤ i ≤ r}とる．G上の局所可積分関数 Θb∗ を

Θb∗(zx) =
∑

1≤i≤r

< b∗, zyi > Θµ(x
yi) (z ∈ Z, x ∈ G◦)

ととると，このとき次の定理を得る (文献 [H2]）．

定理 2（Harich-Chandra）b∗ ∈ B∗′ に対して次の指標をもつ Gの離散系列表現が一意に決まる．

(−1)qϵ(b∗)Θb∗

3 実簡約対称空間上の離散球表現

Gを H-Cクラスの簡約対称空間とする．σ を Gの対合的自己同形とし，Gσ を Gの σ−不変元全体の部分
群とする．Gσ の開部分群 H をとり，簡約対称空間 G/H を扱っていく．θ を σ と可換な Cartan 対合とす

る．K = Gθ とする．gを Gのリー環とし，σ による固有空間分解を g = h+ qとする．また θによる固有空

間分解を g = k+ pとする．

この節では
V ⊂ L2(G/H)

の G-不変部分空間に実現される Gの既約ユニタリ表現を離散球表現という．この離散球表現が存在するため

の条件をまとめる．

g = k ∩ h+ k ∩ q+ p ∩ h+ p ∩ q, h = h ∩ k+ h ∩ p, k = k ∩ h ∩+k ∩ q

これらの双対は
g = k ∩ h+

√
−1(k ∩ q) +

√
−1(p ∩ h) + p ∩ q,

kd = k ∩ h+
√
−1(p ∩ h), hd = k ∩ h+

√
−1(k ∩ q)

となる．Gc を Gの複素化とする．Gd, Kd, Hd を gd, kd, hd に対応する Gc の解析的部分群とする．

例
G/H = SL(n,C)/SL(n,R) の双対は Gd/Kd = SL(n,C)/SU(n)

SL(n,R)/SO((n− j, j) の双対は SU(n− j, j)/SU(n)

δ ∈ K̂ に対して空間を

Aδ(G/H) = {f ∈ A(G/H) : f(kx) = δ(k)f(x) k ∈ K},
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Aδ(G
d/Kd) = {f ∈ A(Gd/Kd) : f(hx) = δ(h)f(x) h ∈ Hd}

で定義する．さらに
AK(G/H) =

∑
δ∈K̂

Aδ(G/H)

AHd(Gd/Kd) =
∑

δ∈Ĥd(K)

Aδ(G
d/Kd)

とおき対応 γ を
γ : AK(G/H) → AHd(Gd/Kd)

次の条件

(1)fγ(x) = f(x) f ∈ AK(G/H), x ∈ G ∩Gd

(2)γ は左 U(g)-作用と右 U(g)h-作用と可換

を満足するように定義する．

aを p∩qの極大可換部分空間とする．pd =
√
−1(k∩q)+p∩qの極大可換部分空間で aを含むものを adp と

する．(adp,Σ
+(adp))に対応した Gd の極小放物部分群を P d =MdAd

pN
d とする．λ ∈ (adp)

∗ に対し関数空間

B(Gd/P d : Lλ) = {f ∈ B(Gd) : f(xman) = aλ−ρf(x), x ∈ Gd, m ∈Md}

A(Gd/Kd : Md
λ) = {f ∈ A(Gd/Kd) : Df = χd

λ(D)f, D ∈ D(Gd/Kd)}

を定義し、ポワソン変換Pλ

Pλ : B(Gd/P d : Lλ) → A(Gd/Kd : Md
λ)

を

(Pλ)f(xK
d) =

∫
Kd

e<−λ−ρ,H(x−1k)>f(k)dk

で与える．さらに

Bδ(G
d/P d : Lλ) = {f ∈ B(Gd/P d : Lλ) : f(kx) = δ(k)f(x) k ∈ Kd}

BHd(Gd/P d : Lλ) =
∑

δ∈Ĥd(K)

Bδ(G
d/P d : Lλ)

とおくと
Pλ : BHd(Gd/P d : Lλ) → AHd(Gd/Kd)

βλ : AHd(Gd/Kd) → BHd(Gd/P d : Lλ)

は (U(g), Hd)-同型となる．まとめると β · γ(AK(G/H,Mλ) ∩ L2(G/H))は BHd(Gd/P d : Lλ)の部分空間

を特徴づけ次の定理を得る (文献 [OM]）．

定理 3

λ ∈ (adp)
∗
c は Re(λ, α) ≥ 0, α ∈ Σ(adp)

+ をみたすとする．このとき

(1)

AK(G/H : Mλ) ∩ L2(G/H) ̸= 0ならば

rankG/H = rankK/K ∩H

Re(λ, α) > 0 α ∈ Σ(adp)
+

を満足．
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(2)

rankG/H = rankK/K ∩H, Re(λ, α) > 0 α ∈ Σ(adp)
+ ならば

γ−1 ·Pλ :

m⊕
j=1

BHd(Gd/P d : Lλ)
∼−→ AK(G/H : Mλ) ∩ L2(G/H)

を満足．

　この離散球表現は Flensted-Jensen 関数により生成できるので，定義を与えよう．b ⊂ qをコンパクトな

カルタン部分空間とし，この双対 bd ⊂ hd はスプリット部分空間である．正ルート系 Σ+（bd)をとり，対応す

る部分リー環を nとする．bd, nに対応する Gd の閉部分群を Bd, N をとる．岩沢分解 Gd = KdBdN を用い

て，g = κ(g) expH(g)n ∈ Gd と表す．Gd/Kd 上の関数を

ψd
λ(xK

d) =

∫
K∩H

exp < −λ− ρ,H(x−1k) > dk

で定義し，対応 γ : AK(G/H) → AHd(Gd/Kd)により決まる G/H 上の関数 ψλ ∈ C∞
K (G/H)を Flensted-

Jensen 関数と呼ぶ（文献 [FJ]）．bd と adp とは Kd により共役だから，(bd)∗ と (adp)
∗ とは対応がつく．λが

定理３の条件を満足するとき ψλ は G/H 上に離散系列表現を生成する．

ここで

Ψd
λ(xK

d) =

∫
Kd

ψd
λ(kxK

d)dk

をとると，γ で対応する関数 Ψλ は G/H 上の H-不変超関数を定義する．この Ψλ を厳密に決定するのは興

味深い問題である（文献 [KA],[S3])．群上の不変固有超関数に平井は接続公式を与えて定理２より大域指標を

求めている（文献 [Hi]）．　　

4 実簡約対称空間上の離散球表現の分類

この節では rankG/H = rankK/K ∩H を仮定する．このとき L2(G/H)に実現される離散球表現が存在

するが，次の定理で分類される．

定理 4

(１) rankG = rankK のとき Gには離散系列表現が存在し次の場合に分かれる．

(1.1) rankG = rankG/H のとき Gの離散系列表現で K/K ∩H で意味をもつ表現が L2(G/H)の離散球

表現として現れる．

(1.2) rankG > rankG/H のとき L2(G/H)の離散球表現は Gの離散表現の極限系列を形成する．すなわ

ち Gの離散極限表現で H 不変ベクトルをもつ表現が L2(G/H)の離散球表現となる．

(2) rankG > rankK のとき，Gには離散系列表現が存在しないが，L2(G/H)の離散球表現として現れる

Gの緩増加表現が存在する．

例
(1.1)の例 Sp(n,R)/GL(n,R)

(1.2)の例 U(m,n)/U(m− k, n− l)× U(k, l)

(2)の例 GL(n,C)/GL(n,R), GL(m+ n,R)/GL(m,R)×GL(n,R)
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定理の (1.1) の場合は有限次元表現が寄与するコンパクト対称空間の場合とよく似た結果となっているが，

(1.2) は離散極限表現の興味深い性質を表している．(2) の場合はコンパクト対称空間にはなかった現象であ

る．無限次元表現の興味ある内容なので証明の方針を述べる．

qのコンパクトカルタン部分空間 bをとり，bを含むスプリット部分最大の gのカルタン部分環を j = b+j∩h
とする．a = j ∩ pは jのスプリット部分で A = exp aとおく．L = ZG(a)とおき Gのラグランジュ分解され

た尖端的放物部分群 P = MAN (L = MA)をとる．M のM ∩H 不変ベクトルをもつ離散系列表現を σ そ

して Aのユニタリ表現 ξλ (λ ∈ ia∗)をとり誘導表現

πσ,λ = Ind
P↑G

σ ⊗ ξλ ⊗ 1

は Gの緩増加な主系列表現であるが，πσ,0 が L2(G/H)の離散球表現として出てくる (文献 [S2]）．
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