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Abstract. [4]でgeneralized root systemsの新しい集合
論的な定義を与えた。それを解説する。

1 Generalized root systems

x, y ∈ Rに対してJx,y := {n ∈ Z|x ≤ n ≤ y}, Jx,∞ :=

{n ∈ Z|n ≥ x}, J−∞,x := {n ∈ Z|n ≤ x}とおく。N =

J1,∞である。Z≥0 := J0,∞とおく。集合Xの濃度を |X|で
表す。

Iを空でない有限集合とする。V を |I|-次元 R-線形空
間とする。∅ ̸= X ⊂ V に対して ∅ ̸= Y ∈ R, Y X :=

{
∑n

k=1 ykxk ∈ V |n ∈ N, xk ∈ X, yk ∈ Y (k ∈ J1,n)}とお
く。RをV の 0 /∈ RかつRR = V をみたす空でない部分
集合とする。BをRの部分集合とする。R+

B := (Z≥0B)∩
Rとおく。BがRの baseであるとは |B| = |I|かつR =

R+
B ∪ −R+

Bであり、全てのα ∈ Bに対して {α,−α} =

Rα∩Rを満たすときにいう。B̃をRの全てのbaseのなす
集合とする。. Bを B̃の空でない部分集合とする。(R,B)
が generalized root system であるとは

∀B ∈ B, ∀α ∈ B, ∃τBα (B) ∈ B s.t. R+
τα(B)∩(−R+

B) = {−α}.
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を満たすときにいう。(R,B)がgeneralized root systemで
あるならば (R, {−B|B ∈ B})もgeneralized root systemで
ある。

(R,B)をgeneralized root systemとする。B ∈ Bとする。
α ∈ Bとする。このときNB

α,β ∈ Z (β ∈ B)で

τBα (B) = { β +NB
α,βα | β ∈ B },

となるものが存在する。

NB
α,α = −2 かつ NB

α,β ∈ Z≥0 (β ∈ B \ {α}).

が成り立つ。β ∈ Bに対してτBα (β) := β+NB
α,βαとおく。

N
τBα (B)

τBα (α),τBα (β)
= NB

α,βかつ τ
τBα (B)
−α (τBα (β)) = βが成り立つ。

いまから generalized root system (R,B)を固定する。
generalized root systemsの一般論からB, B′ ∈ Bに対し
てm := |R+

B′ ∩ (−R+
B)| < ∞とするとmはあるB1 := B,

Bu ∈ B (u ∈ J2,x−1), βy ∈ By (y ∈ J1,x−1),Bz+1 = τBz
βz
(Bz)

(z ∈ J1,x−2)があってB′ = τ
Bx−1
βx−1

· · · τB2
β2
τB1
β1
(B) をみた

す最小の xに等しい。特に全射 α̂B : I → B (B ∈ B)
で τB

α̂B(i)
(α̂B(j)) = α̂B′

(j) (B ∈ B, i, j ∈ I), （ここで

B′ := τB
α̂B(i)

(B)）となるものがある。
いまからある δ ∈ RとZRの有限部分集合XでR ⊂

X + Zδとなるものが存在すると仮定する。
もし |R| = ∞かつB ̸= B̃であるならば (R,B)を affine

generalized root systemとよぶ。
V ∗をV の双対空間とする。

Lemma 1.1. {γt|t ∈ J1,|I|}をZRのZ-基で δ ∈ Zγ|I|を
みたすものとする。このときある g ∈ V ∗で 0 < g(γ1) <

min{|g(β)||β ∈ R \ {±γ1}} をみたすものが存在する。
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Proof. k ∈ J2,∞を

R ⊂ {
|I|∑
t=1

xtγt |xs ∈ J−k,k (s ∈ J1,|I|−1), x|I| ∈ Z}

をみたすものとする。g ∈ V ∗を g(γt) := (2k)t−1 (t ∈
J1,|I|)により定義する。g(γ1) = 1 > 0である。

β =
∑|I|

t=1 xtγt ∈ R\{±γ1} (xt ∈ Z)とおく。p := max{t ∈
J1,|I||xt ̸= 0}とおく。このとき次の等式を得る。

|g(β)| = |
∑p

t=1 xt(2k)
t−1|

≥ |xp(2k)p−1| − |
∑p−1

t=1 xt(2k)
t−1|

≥ |xp|(2k)p−1 −
∑p−1

t=1 k(2k)
t−1

= |xp|(2k)p−1 − k · (2k)p−1−1
2k−1

=
(2k)p−1(|xp|(2k−1)−k)+k

2k−1 .

p = 1のとき、|xp| ≥ 2より |g(β)| ≥ (2(2k−1)−k)+k
2k−1 =

2 > 1 = g(γ1)が成り立つ。p ≥ 2のとき、|xp| ≥ 1よ
り |g(β)| ≥ 2k((2k−1)−k)+k

2k−1 = k > 1 = g(γ1). が成り立つ。
2

g ∈ V ∗に対してR+,g := {α ∈ R|g(α) > 0}とおく。
Lemma 1.2. (1) g ∈ V ∗を 0 /∈ g(R)となるものとする。
このときあるB ∈ BでR+

Bまたは−R+
Bが{α ∈ R|g(α) >

0}に等しいものが存在する。
(2) |R| < ∞ならばB = B̃である。B ∈ Bに対し

て、もし |R| = ∞, B ̸= B̃ および δ ∈ R+
Bであるならば

B = {B′ ∈ B̃||R+
B ∩ (−R+

B′)| < ∞} = {B′ ∈ B̃|δ ∈ R+
B′},

(1.1) B̃ = B ∪ (−B)
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およびB∩(−B) = ∅が成り立つ；ここで−B = {−B′|B′ ∈
B}である。

Proof. (1) g(δ) > 0と仮定してよい。あるm ∈ Nで
R+,g ⊂ ∪∞

m′=−mm
′δ +Xとなるものがある。B′ ∈ Bとす

る。δ ∈ R+
B′と仮定する。あるn ∈ Nで

R+
B′ ⊂ ∪∞

n′=−nn
′δ + (−X)

となるものがある。このときR+,g∩(−R+
B′) ⊆

∑n
k=−m(kδ+

X)が成り立つ。ゆえに p := |R+,g ∩ (−R+
B′)| < ∞が成

り立つ。p = 0ならばR+,g = R+
B′であるのでB′がもと

めるものである。p > 0と仮定する。β ∈ B′で |R+,g ∩
(−R+

τB
′

β (B′)
)| = p− 1となるものがある。帰納法より主張

を得る。−δ ∈ R+
B′のときも同様である。

(2) (1)と同様。 2

Lemma 1.3. (1) |R| < ∞, (resp. |R| = ∞)であるなら
ば、各α ∈ R (resp. α ∈ R \ Rδ)に対してα ∈ Bとなる
B ∈ Bが存在する。

(2) |R| = ∞のとき、全てのB ∈ B̃はδ /∈ Bを満たす。
(3) γ ∈ ZR \ (∪α∈RZα)とする。このときB ∈ Bで

γ /∈ Z≥0B ∪ (−Z≥0B)となるものがある。
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2 Lemma 1.3の応用
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Figure 1. Dynkin diagrams of the affine Lie superalgebras G(1)(3).

g(t) (1 ≤ t ≤ 5)をFigure 1の affine Lie superalgebraと
する。

R̂
(1),+
cl := {

∑3
i=1 xiαi|(x1, x2, x3) = (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1),

(1, 2, 1), (1, 3, 1), (1, 3, 2), (1, 4, 2), (2, 4, 2), (0, 0, 1), (0, 1, 1),

(0, 3, 2), (0, 2, 1), (0, 3, 1), (0, 1, 0)}(⊂ Z≥0α1 ⊕ Z≥0α2 ⊕
Z≥0α3)とおく。R̂′ := {yδ + zβ|y ∈ Z, z ∈ {−1, 1}, β ∈
R̂

(1),+
cl }, R̂ := R̂′ ∪ {rδ|r ∈ Z \ {0}}(⊂ Z≥0α1 ⊕ Z≥0α2 ⊕

Z≥0α3 ⊕ Z≥0δ)とおく。

(2.1) R̂ ∪ {0} = {α|g(1)α ̸= {0}}

が成り立つ。R̂♮ := (R̂′ \ {2α|α ∈ R̂′}) ∪ {−δ, δ}とおく。
Bを δ ∈ (R̂♮)+Bとなる R̂♮のbaseの集合とする。

Theorem 2.1. (R̂♮, B̂) は generalized root system　で
ある。

Theorem 2.2. g(1)の生成元Hi, Ei, Fi (0 ≤ i ≤ 3) に対
してg(1)の定義関係式は以下で与えられる。
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(S(t)1)

[Hi, Hj] = 0, [Hi, Ej] = aijEj, [Hi, Fj] = −aijFj,

[Ei, Fj] = δijHi.

(S(t)2) 以下の (S(t)2 − 1)-(S(t)2 − 8)。Eij := [Ei, Ej]とお
き Ei1i2···ix := [Ei1, Ei2···ix] とおく。

(S(t)2 − 1) Ei···ij = 0 （iはN
(t)
ij + 1-回あらわれる）

（i ̸= jのとき）

(S(t)2− 2) Eii = 0（a
(t)
ii = 0）

(S(t)2 − 3) Eijik = 0（i ̸= j ̸= k ̸= i, a
(t)
ii = a

(t)
jk = 0,

a
(t)
ij = −a

(t)
ik ̸= 0のとき）

(S(t)2−4) (−1)p
(t)
i p

(t)
k a

(t)
ik Eijk = (−1)p

(t)
j p

(t)
k a

(t)
jkEjik（a

(t)
ij ̸=

0, a
(t)
ik ̸= 0, a

(t)
jk ̸= 0, a

(t)
ij +a

(t)
ik +a

(t)
jk = 0, (−1)p

(t)
i p

(t)
j +p

(t)
i p

(t)
k +p

(t)
j p

(t)
k =

−1のとき）

(S(t)2− 5) E21212123 = 0（t = 2のとき）

(S(t)2− 6) E31132 = E13132（t = 4のとき）

(S(t)2− 7) 2E213210 = 3E123210（t = 1のとき）

(S(t)2− 8) E020102010201023 = 0（t = 5のとき）

(S(t)3) EiをFiで置き換えた (S(t)2) 同じ等式。
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